
BZ 105 Lineer Cebir ERU BM 2022-2023 Güz

Bölüm 1: Lineer Denklem Sistemleri

1.1 Lineer Denklem

1. dereceden bilinmeyenler ve sabitlerin toplamı şeklinde yazılan denklemlerdir:

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn = b

burada x1, x2, ...xn n adet değişken, a1, a2, ...an ve b sabitlerdir.

Bir denklemin lineer denklem olması için:

• değişkenler yalnızca 1. dereceden olmalı,

• bağımlı ve bağımsız değişkenler çarpım durumunda olmamalı,

• denklem, değişkenlerin trigonometrik veya logaritmik fonksiyonlarını içermemelidir.

Bu türden denklemlere lineer denklemler denmesinin sebebi içerdikleri terim ve değişkenlerin sayısına bağlı
olarak n boyutlu uzayda düzlem ya da doğru belirtmeleridir.

Örnek:

2x− 4y + 5z = 3 7x1 +
2

5
x2 = −1

1.2 Lineer Denklem Sistemleri

Lineer denklem sistemleri, iki ya da daha fazla sayıdaki lineer denklemin oluşturduğu sistemlerdir. Örneğin;

2x+ 3y = 9
x− 2y = −11

2x1 + 3x2 + x3 = 9
−x1 + 10x3 = −2

7x1 − x2 − 4x3 = 5

Örneklerden de anlaşılacağı üzere denklem sistemleri herhangi sayıda denklem ve değişken içerebilir.

Tanım 1.1. i = 1, 2, ...,m ve j = 1, 2, ..., n için aij ve bi birer reel sayı, x1, x2, ..., xn bilinmeyenler olmak
üzere;

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

ifadesine m denklem ve n bilinmeyenden oluşan bir lineer denklem sistemi denir.
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Teorem 1.1. m denklem ve n bilinmeyenden oluşan bir lineer denklem sisteminin çözümü için üç olası
durum vardır:

1. Çözüm var ve tektir

2. Çözüm var ve çoktur (sonsuz sayıda)

3. Çözüm yoktur.

Şayet lineer denklem sistemini sağlayan hiçbir çözüm yoksa bu sisteme tutarsız (inconsistent) sistem
denir. Eğer lineer denklem sistemini sağlayan en az bir çözüm varsa bu sisteme tutarlı (consistent)
sistem denir.

Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini çözünüz.

x− 2y = −1
−x+ 3y = 3

İki denklemi toplarsak y = 2 elde edilir. y değeri birinci ya da ikinci denklemde yerine konursa x = 3
olarak bulunur. Denklem sisteminin grafiğini çizersek denklemlerin (3, 2) noktasında kesiştiği görülmektedir
ki bu noktanın denklem sisteminin çözümü olduğunu bulmuştuk. Bir başka deyişle, iki bilinmeyenli ve iki
denklemli bir lineer denklem sisteminde iki doğrunun kesişme noktası sistemin çözümüdür.

Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini çözünüz.

x− 2y = −1
−2x+ 4y = 2

İki denklemi toplarsak 0 = 0 eşitliği elde edilir. Bu durum sistemin tutarlı olduğunu göstermektedir. Şayet,

t herhengi bir reel sayı olmak üzere, x = t olarak kabul edersek y =
t+ 1

2
olarak bulunur. Bu da denklem

sisteminin t serbest değişkenine bağlı sonsuz çözümü olduğu anlamına gelmektedir. Denklem sisteminin
grafiğini çizilirse iki denklemin birbirine çakışık olduğu, bir başka deyişle, sistemin sonsuz çözümü olduğu
görülür.
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Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini çözünüz.

x+ y = 3
−x− y = −1

Denklem sistemindeki iki denklem toplandığında 0 = 2 ifadesi elde edilir ki bu ifadenin tanımsız olduğu
görülmektedir. Bu da denklem sisteminin çözümü olmadığını göstermektedir. Şayet denklem sisteminin
grafiği çizilirse iki doğrunun birbirine paralel olduğu ve kesişmediği görülür.

Not: İki denklem ve iki değişkenden oluşan bir denklem sistemi grafiğe döküldüğünde doğrular çakışık ya
da üst üste ise bu denklem sistemi tutarlı sistem, paralel ise tutarsız sistemdir.
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1.3 Lineer Denklem Sistemlerinin Çözümü

Bir lineer denklem sisteminin çözümü için uygulanabilecek en temel strateji; sistemi, çözümü daha kolay
denk (aynı çözüm kümesine sahip) bir sistem haline getirmektir. Bu amaçla;

• denklem sistemindeki iki denklemin yeri değiştirilebilir,

• denklem sistemindeki denklemler sıfır harici bir katsayı ile çarpılabilir,

• denklem sistemindeki denklemlerden birisi sıfır harici bir katsayı ile çarpılıp diğer bir denklem ile
toplanabilir.

Bu yönteme Gauss eliminasyon yöntemi denir.

Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini çözünüz.

x1 − 2x2 + 3x3 = 9
−x1 + 3x2 = −4

2x1 − 5x2 + 5x3 = 17

Çözüm: (Adım 1) 1. ve 2. denklemleri toplayalım (R1 +R2 → R2)

x1 − 2x2 + 3x3 = 9
x2 + 3x3 = 5

2x1 − 5x2 + 5x3 = 17

(Adım 2) 1. denklemi −2 ile çarpıp 3. denklemle toplayalım (−2R1 +R3 → R3)

x1 − 2x2 + 3x3 = 9
x2 + 3x3 = 5
−x2 − x3 = −1

(Adım 3) 2. ve 3. denklemleri toplayalım (R2 +R3 → R3)

x1 − 2x2 + 3x3 = 9
x2 + 3x3 = 5

2x3 = 4
⇒

x3 = 2
x2 = −1
x1 = 1

Bu şekilde düzenlenen sisteme satır adımlı liner denklem sistemi denir.

1.3.1 Lineer Denklem Sistemlerinin Matris Notasyonunda Gösterimi

Elemanları sayılar, değişkenler veya fonksiyonlar olabilen düzenli tabloya m satır ve n sütunlu bir matris ya
da kısaca m × n matris denir. Matrisin satır ve sütun sayısını gösteren m × n ifadesine matrisin mertebesi
denir.

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


m×n

(1.1)
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Bir A matrisinin i. satır ve j. sütununda bulunan elemanı aij ya da (A)ij şeklinde gösterilir.

Lineer denklem sistemleri matris formunda gösterilebilir. Aşağıda verilen m denklem ve n bilinmeyenli lineer
denklem sistemini ele alalım.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

Verilen lineer denklem sistemindeki her bir denklemin katsayılarının sütunlar olarak hizalandığı matris kat-
sayılar (coefficient) matrisi olarak adlandırılır.

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


Denklem sisteminde sağ taraftaki sabit değerlerin oluşturduğu matrise sistemin ikinci yanı adı verilir:

B =


b1
b2
...
bm


Katsayılar matrisine denklemlerin sağ tarafındaki sabitlerin bulunduğu bir sütun eklenen matris genişletilmiş
(augmented) matris olarak adlandırılır. Genişletilmiş matristeki her bir satır, denklem sistemindeki bir
denklemin katsayılarını ve eşitliğin sağ tarafındaki sabiti içerir:

[A : B] =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm


Örnek: Aşağıdaki lineer denklem sistemine ait katsayılar matrisini ve genişletilmiş matrisi yazınız.

x1 − 2x2 + 3x3 = 9
x2 + 3x3 = 5

2x3 = 4

Çözüm:

Katsayılar matrisi:

A =

1 −2 3
0 1 3
0 0 2


Genişletilmiş matris:

[A : B] =

1 −2 3 9
0 1 3 5
0 0 2 4



Not: Bir lineer denklem sistemindeki bilinmeyenlerden oluşan X =


x1
x2
...
xn

 matrisine bilinmeyenler matrisi

adı verilir. Böylece bir lineer denklem sistemi, A katsayılar matrisi, B sistemin ikinci yanı olmak üzere;
AX = B şeklinde ifade edilebilir.
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1.3.2 Matrisler Üzerinde Elemanter Satır İşlemlerinin Uygulanması

Lineer denklem sistemlerinin çözümünde yararlandığımız elemanter satır işlemleri matrisler üzerinde de uygu-
lanabilir. Matrisler üzerinde uygulanabilecek elemanter satır işlemleri ve gösterimleri aşağıdaki tabloda
verilmiştir.

Satır İşlemi Denklem İşlemi Gösterim

i. satırı c sabiti ile çarp i. denklemi c sabiti ile çarp cRi

i. ve j. satırları yer değiştir i. ve j. denklemleri yer değiştir Ri ↔ Rj

i. satırı c sabiti ile çarp ve j. satır ile topla i. denklemi c sabiti ile çarp ve j. denklem ile topla cRi +Rj

Örnek: Sıralanan elemanter satır işlemlerini verilen genişletilmiş matrise uygulayınız2 −4 6 −2
1 3 −3 0
5 −2 1 2



a)
1

2
R1

b) R1 ↔ R2

c) −2R1 +R3 → R3

Çözüm:

a)
1

2
R1

Bu durumda 1. satırdaki her bir elemanı
1

2
ile çarpacağız:1 −2 3 −1

1 3 −3 0
5 −2 1 2


b) R1 ↔ R2

Bu örnekte 1. ve 2. satırları yer değiştireceğiz:1 3 −3 0
2 −4 6 −2
5 −2 1 2


c) −2R1 +R3 → R3

Bu örnekte öncellikle 1. satırdaki her bir elemanı -2 ile çarpacak, sonrasında, elde edilen her bir elemanı
3. satırdaki karşılık gelen elemanlara ekleyeceğiz:2 −4 6 −2

1 3 −3 0
1 6 −11 6
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1.3.3 Lineer Denklem Sistemlerinin Matrisler Yardımıyla Çözülmesi

Elemanter satır işlemleri uygulanarak birbirilerine dönüştürülebilen matrislere denk matrisler ya da satır
eşdeğer denir. Şayet iki lineer denklem sisteminin genişletilmiş matrisleri satır eşdeğer ise bu iki sistem
aynı çözüm kümesine sahiptir. Lineer denklem sistemlerinin çözümünde bu durumdan yola çıkılarak yukarıda
değinilen elemanter satır işlemlerinden yararlanılır. Bir lineer denklem sisteminin çözümünde aşağıdaki işlem
adımları takip edilerek sistem çözümü daha kolay denk bir sistem (satır eşdeğer) haline getirilir:

1. Denklem sisteminin genişletilmiş katsayılar matrisini yaz

2. Elemanter satır operasyonları uygulayarak matrisi satır adımlı ya da indirgenmiş satır adımlı hale getir
[A | b]→ [E | k]

3. Elde edilen [E | k] genişletilmiş matrisinden yeniden bir lineer denklemi yazarak çözüme ulaş.

Bu noktada satır adımlı ve indirgenmiş satır adımlı matrisleri tanımlayalım:

Tanım 1.2. Aşağıdaki üç özelliğe sahip olan bir matris satır adımlı (eşelon) formdadır.

1. Tüm elemanları sıfır olan satır veya satırlar matrisin en altında yer almalıdır

2. Bir satırdaki (soldan sağa) sıfırdan farklı ilk değer 1 olmalıdır. Bu eleman pivot eleman olarak ad-
landırılır.

3. Bir satırın pivot elemanı, üzerindeki satırın pivot elemanından daha sağdaki bir sütunda yer almalıdır.

Yukarıdaki özelliklere ek olarak aşağıdaki özelliği de sağlayan matrisler indirgenmiş satır adımlı form-
dadır.

4. Her bir satırda pivot eleman dışındaki tüm elemanlar sıfır olmalıdır

Bir lineer denklem sisteminin çözümünde öncelikle lineer denklem sisteminin genişletilmiş matrisi yazılır.
Sonrasında genişletilmiş matris elemanter satır işlemleri uygulanarak satır adımlı ya da indirgenmiş satır
adımlı hale getirilmeye çalışılır. Genişletilmiş matris satır adımlı hale getirilir ve buradan çözüm araştırılırsa
bu yönteme Gauss eliminasyon yöntemi adı verilir. Şayet genişletilmiş matris indirgenmiş satır adımlı
hale getirilerek çözüme ulaşılırsa bu yönteme Gauss-Jordan eliminasyon yöntemi denir.

Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini Gauss eliminasyon yöntemi ile çözünüz.

x1 − 2x2 + 3x3 = 9
−x1 + 3x2 = −4

2x1 − 5x2 + 5x3 = 17

Çözüm: Verilen denklem sistemine ait genişletilmiş matrisi yazarak başlayalım:

A =

 1 −2 3 9
−1 3 0 −4
2 −5 5 17


Gauss eliminasyon yöntemini uygulayacağımız için genişletilmiş matrisi satır adımlı hale getirmeliyiz. Öncelikle
bir matrisi satır adımlı hale getirmek için farklı satır işlemlerinin farklı sıralarda uygulanabileceğini ifade ede-
lim. Tanım 1.1’e göre her satırda sıfır harici ilk eleman 1 olmalıdır. Genişletilmiş matrisimizde ilk satırdaki ilk
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eleman 1 olduğu için bu şart sağlanır. Birinci satır için pivot eleman bulunduktan sonra altındaki elemanlar
0 yapılmaya çalışılır. Bu amaçla: 1 −2 3 9

−1 3 0 −4
2 −5 5 17

 R1+R2→R2−−−−−−−−→

1 −2 3 9
0 1 3 5
2 −5 5 17

 −2R1+R3→R3−−−−−−−−−−→

1 −2 3 9
0 1 3 5
0 −1 −1 −1


İkinci satırda sıfır harici ilk eleman yine 1 olduğu için pivot eleman bulunmuş olur. İkinci satırın pivot
elemanın bulunduğu sütunda daha aşağı satırlarda bulunan eleman 0 yapılır:1 −2 3 9

0 1 3 5
0 −1 −1 −1

 R2+R3→R3−−−−−−−−→

1 −2 3 9
0 1 3 5
0 0 2 4


Üçüncü satırın sıfırdan farklı ilk elemanı 1 yapılır:

1 −2 3 9
0 1 3 5
0 0 2 4

 1

2
R3

−−−→

1 −2 3 9
0 1 3 5
0 0 1 2


Böylece genişletilmiş matris satır adımlı hale getirildi. Son olarak elde edilen satır adımlı genişletilmiş matris
denklem sistemi olarak yazılır:1 −2 3 9

0 1 3 5
0 0 1 2

 ⇒
x1 − 2x2 + 3x3 = 9

x2 + 3x3 = 5
x3 = 2

Bu aşamada çözüm kümesinin bulunması oldukça basit hale gelir. Üçüncü denklemde x3 = 2 olduğu
görülmektedir. x3 ikinci denklemde yerine konursa x2 = −1 olarak bulunur. x2 ve x3 değerleri birinci
denklemde yerine konursa x1 = 1 elde edilir. Özetle çözüm kümesi:

x1 = 1 x2 = −1 x3 = 2

olarak bulunur.

Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini Gauss eliminasyon yöntemi ile çözünüz.

x1 − 2x2 + 3x3 = −2
−x1 + x2 − 2x3 = 3
2x1 − x2 + 3x3 = 1

Çözüm: Verilen denklem sistemine ait genişletilmiş matrisi yazalım: 1 −2 3 −2
−1 1 −2 3
2 −1 3 1


Genişletilmiş matrisin birinci satırının ilk elemanı 1 olduğu için pivot elemanı bulmuş oluyoruz. Pivot
elemanın altında kalan elemanları 0 yapalım. 1 −2 3 −2

−1 1 −2 3
2 −1 3 1

 R1+R2→R2−−−−−−−−→

1 −2 3 −2
0 −1 1 1
2 −1 3 1

 −2R1+R3→R3−−−−−−−−−−→

1 −2 3 −2
0 −1 1 1
0 3 −3 5
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İkinci satırda sıfırdan farklı ilk elemanı 1 yapmak için satırı -1 ile çarpıyoruz. Bulduğumuz pivot elemanla
aynı sütunda ve altında kalan elemanları sıfır yapıyoruz.1 −2 3 −2

0 −1 1 1
0 3 −3 5

 −R2−−−→

1 −2 3 −2
0 1 −1 −1
0 3 −3 5

 −3R2+R3→R3−−−−−−−−−−→

1 −2 3 −2
0 1 −1 −1
0 0 0 8


Son satırda sıfırdan farklı ilk elemanı 1 yapmak için satırı 1/8 ile çarpıyoruz:

1 −2 3 −2
0 1 −1 −1
0 0 0 8

 1

8
R3

−−−→

1 −2 3 −2
0 1 −1 −1
0 0 0 1


Satır adımlı hale getirdiğimiz genişletilmiş matrisi denklem sistemi olarak yazalım:1 −2 3 −2

0 1 −1 −1
0 0 0 1

 ⇒
x1 − 2x2 + 3x3 = −2

x2 − x3 = −1
0 = 1

Elde edilen denklem sisteminin üçüncü denkleminin doğru olmadığı, bir başka deyişle, tanımsız olduğu
görülmektedir. Teorem 1.1’den görüleceği üzere bir denklem sisteminin çözümü için üç olasılık vardır. Bu
denklem sisteminin çözümü olmadığı görülmektedir. Dolayısıyla verilen denklem sistemi tutarsız bir sis-
temdir.

Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini Gauss eliminasyon yöntemi ile çözünüz.

x1 − 2x2 + 3x3 = −2
−x1 + x2 − 2x3 = 3
2x1 − x2 + 3x3 = −7

Çözüm: Verilen denklem sistemine ait genişletilmiş matrisi yazalım: 1 −2 3 −2
−1 1 −2 3
2 −1 3 −7


Önceki örnekte olduğu gibi birinci sütunu düzenlemek için elemanter satır işlemlerini uygulayalım: 1 −2 3 −2

−1 1 −2 3
2 −1 3 −7

 R1+R2→R2−−−−−−−−→

1 −2 3 −2
0 −1 1 1
2 −1 3 −7

 −2R1+R3→R3−−−−−−−−−−→

1 −2 3 −2
0 −1 1 1
0 3 −3 −3


İkinci satırın pivot elemanını elde edip, altındaki elemanları sıfıra getirelim:1 −2 3 −2

0 −1 1 1
0 3 −3 −3

 −R2−−−→

1 −2 3 −2
0 1 −1 −1
0 3 −3 −3

 −3R2+R3→R3−−−−−−−−−−→

1 −2 3 −2
0 1 −1 −1
0 0 0 0


Elde edilen genişletilmiş matris kullanılarak yazılan denklem sistemin son denklemi 0 = 0 olarak bulunur.1 −2 3 −2

0 1 −1 −1
0 0 0 0

 ⇒
x1 − 2x2 + 3x3 = −2

x2 − x3 = −1
0 = 0
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Denklem sisteminin çözümünü kolaylaştırmak için bir elemanter satır işlemi daha yapılırsa:1 −2 3 −2
0 1 −1 −1
0 0 0 0

 2R2+R1→R1−−−−−−−−→

1 0 1 −4
0 1 −1 −1
0 0 0 0


Buradan denklem sistemi yazıp çözüm kümesini araştıralım:

x1 + x3 = −4
x2 − x3 = −1

⇒ x1 = −4− x3
x2 = x3 − 1

Burada t herhangi bir reel sayı olmak üzere x3 = t dersek ve x3 değerini her iki denklemde yerine koyarsak
x1 = −t− 4 ve x2 = t− 1 olarak elde edilir. Buna göre bir serbest değişkene (t) bağlı sonsuz çözüm vardır.

Ödev: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini Gauss eliminasyon yöntemi ile çözünüz.

x2 + x3 − 2x4 = −3
x1 + 2x2 − x3 = 2

2x1 + 4x2 + x3 − 3x4 = −2
x1 − 4x2 − 7x3 − x4 = −19

Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sistemini Gauss-Jordan eliminasyon yöntemi ile çözünüz.

x− 2y + 3z = 9
−x+ 3y = −4

2x− 5y + 5z = 17

Çözüm: Verilen lineer denklem sistemi için genişletilmiş matrisi yazalım: 1 −2 3 9
−1 3 0 −4
2 −5 5 17


Öncelikle genişletilmiş matrisi satır adımlı hale getirelim: 1 −2 3 9

−1 3 0 −4
2 −5 5 17

 R1+R2→R2−−−−−−−−→

1 −2 3 9
0 1 3 5
2 −5 5 17

 −2R1+R3→R3−−−−−−−−−−→

1 −2 3 9
0 1 3 5
0 −1 −1 −1



R2+R3→R3−−−−−−−−→

1 −2 3 9
0 1 3 5
0 0 2 4

 1

2
R3

−−−→

1 −2 3 9
0 1 3 5
0 0 1 2


Sonrasında genişletilmiş matrisi indirgenmiş satır adımlı hale getirelim:1 −2 3 9

0 1 3 5
0 0 1 2

 2R2+R1→R1−−−−−−−−→

1 0 9 19
0 1 3 5
0 0 1 2

 −3R3+R2→R2−−−−−−−−−−→

1 0 9 19
0 1 0 −1
0 0 1 2

 −9R3+R1→R1−−−−−−−−−−→

1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 2


İndirgenmiş satır adımlı genişletilmiş matristen direkt olarak çözüm kümesine ulaşılır:1 0 0 1

0 1 0 −1
0 0 1 2

 ⇒
x = 1
y = −1
z = 2
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1.3.4 Lineer Denklem Sistemlerinin Çözümlerinin Matris Rankı ile İrdelenmesi

Tanım 1.3. Satır adımlı formdaki bir matrisin en az bir elemanı sıfırdan farklı olan satırlarının sayısına o
matrisin rankı denir. Bir A matrisinin rankı, rA ya da rank(A) ile gösterilir.

Örnek: A =

1 0 3
0 0 1
0 0 0

 matrisinin rankını bulunuz.

Verilen matris satır adımlı formdadır ve rankını doğrudan belirleyebiliriz. En az bir elemanı sıfırdan farklı
olan 2 satır (ilk iki satır) olduğundan, rank 2’dir. rA = 2

Teorem 1.2, bir lineer denklem sisteminin genişletilmiş katsayılar matrisiyle, bu sistemin çözümü arasındaki
ilişkiyi tanımlamaktadır. Bu teoreme göre, bir denklem sisteminin çözümünün var olup olmadığını ve var
ise çözüm sayısını rank yardımıyla belirleyebiliriz.

Teorem 1.2. m× n mertebeden bir A matris için

AX = b

lineer denklem sisteminde [A|B] satır adımlı hale getirilmiş genişletilmiş katsayılar matrisi ve n denklem
sistemindeki bilinmeyen sayısı olmak üzere,

(i) Eğer rA 6= r[A|B] ise sistemin çözümü yoktur.

(ii) Eğer rA = r[A|B] = r ve r = n ise sistemin çözümü vardır ve tektir.

(iii) Eğer rA = r[A|B] = r ve r < n ise sistemin (n− r) adet keyfi değişkene bağlı sonsuz çözümü vardır.

Örnek: Aşağıda verilen lineer denklem sisteminde α, β ∈ R olmak üzere,

x1 + 2x2 + x3 = 11
x1 + x2 + x3 = 6

5x1 − x2 + αx3 = β

sistemin (a) çözümünün olmaması için (b) tek bir çözümü olması için (c) sonsuz sayıda çözümü olması için
α ve β değerlerinin ne olması gerektiğini bulunuz.

Çözüm:

[A|B] =

1 2 1 11
1 1 1 6
5 −1 α β

 R2−R1→R2−−−−−−−−→
R3+5R1→R3

1 2 1 11
0 −1 0 −5
0 −11 α− 5 β − 55

 −R2−−−−−−−−−→
R3+11R2→R3

1 2 1 11
0 1 0 5
0 0 α− 5 β


(i) Çözümünün olmaması için rA 6= r[A|B] olduğundan α = 5 β 6= 0 olmalıdır

(ii) Tek çözümünün olması için rA = r[A|B] = n = 3 olduğundan α 6= 5 olmalıdır.

(iii) Sonsuz çözümü olması için rA = r[A|B] ve r < n olduğundan α = 5 β = 0 olmalıdır.
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1.3.5 Homojen Lineer Denklem Sistemleri

Tanım 1.4. i = 1, 2, ...,m ve j = 1, 2, ..., n için aij reel sayı, x1, x2, ..., xn bilinmeyenler olmak üzere;

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0,

ifadesine m denklem ve n bilinmeyenden oluşan bir homojen lineer denklem sistemi denir. Homojen lineer
denklem sistemindeki tüm denklemlerin sonucu sıfırdır.

Teorem 1.3. m denklem ve n bilinmeyenden oluşan bir homojen lineer denklem sisteminin çözümü için iki
olası durum vardır:

1. Sistemin tek çözümü vardır: x1 = 0, x2 = 0 · · · , xn = 0. Bu çözüm aşikar (trivial) çözüm olarak
adlandırılır.

2. Aşikar çözüme ek olarak çok sayıda (sonsuz) sıfır olmayan çözüm vardır.

Teorem 1.4. m denklem ve n değişkenli bir homojen lineer denklem sisteminde şayet denklem sayısından
daha fazla değişken varsa (n > m) sistemin sonsuz sayıda çözümü vardır.

Örnek: Aşağıda verilen homojen lineer denklem sistemini çözünüz.

x1 − x2 + 3x3 = 0
2x1 + x2 + 3x3 = 0

Çözüm: Verilen denklem sisteminin genişletilmiş matrisini yazalım:[
1 −1 3 0
2 1 3 0

]
Elementer satır işlemleri uygulanarak satır adımlı hale getirelim:

[
1 −1 3 0
2 1 3 0

]
−2R1+R2→R2−−−−−−−−−−→

[
1 −1 3 0
0 3 −3 0

] 1

3
R2

−−−→
[
1 −1 3 0
0 1 −1 0

]
R2+R1→R1−−−−−−−−→

[
1 0 2 0
0 1 −1 0

]
Satır adımlı genişletilmiş matristen denklem sistemini yazalım[

1 0 2 0
0 1 −1 0

]
⇒ x1 + 2x3 = 0

x2 − x3 = 0

t bir reel sayı olmak üzere, x3 = t kabul edilir ve sırasıyla her iki denklemde yerine konursa x2 = t ve
x1 = −2t olarak bulunur. Buna göre t keyfi değişkenine bağlı sonsuz çözüm var. Böylece Teorem 1.4’te
verildiği gibi değişken sayısı denklem sayısından fazla olan homojen lineer denklemlerinin sonsuz çözüme
sahip olduğunu görmüş olduk.
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Uygulama (Network Flow): Aşağıda verilen ağdaki bilinmeyenleri Gauss-Jordan eliminasyon yöntemi
ile çözünüz.
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Çözüm: Ağ Akış ya da Network Flow problemleri bir lineer denklem sistemi olarak düşünülebilir. Verilen
ağı bir lineer denklem sistemi ile ifade etmek için aşağıdaki şartlar göz önünde bulundurulur:

• Ağa giren toplam akış ile ağdan çıkan toplam akış aynı olmalıdır.

• Her bir düğüme giren ve çıkan akış aynı olmalıdır.

Verilen ağda ağa giren ve çıkanların eşit olduğu görülmektedir. Ağdaki her bir düğüme giren ve çıkan akışlar
kullanılarak denklemler yazılır:

A düğümü: 450 + x1 = x2 + 610
B düğümü: 520 + x2 = x3 + 480
C düğümü: 390 + x3 = x4 + 600
D düğümü: 640 + x4 = x1 + 310

Bu aşamadan sonra bilinmeyenler çekilerek denklem sistemi üretilir ve genişletilmiş matris yazılır:

x1 − x2 = 160
x2 − x3 = −40
x3 − x4 = 210
−x1 + x4 = −330

⇒


1 −1 0 0 160
0 1 −1 0 −40
0 0 1 −1 210
−1 0 0 1 −330


Soruda istendiği gibi Gauss-Jordan eliminasyon yöntemi ile çözelim:

1 −1 0 0 160
0 1 −1 0 −40
0 0 1 −1 210
−1 0 0 1 −330

 ⇒


1 0 0 −1 330
0 1 0 −1 170
0 0 1 −1 210
0 0 0 0 0

 ⇒
x1 = x4 + 330
x2 = x4 + 170
x3 = x4 + 210

Burada x4 = t olarak kabul edilirse x1 = 330 + t, x2 = 170 + t ve x3 = 210 + t olarak bulunur. t serbest
değişkenine bağlı sonsuz çözüm var.
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Uygulama (Network Flow): Aşağıda verilen ağdaki bilinmeyenleri Gauss-Jordan eliminasyon yöntemi
ile çözünüz.
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Uygulama (Devre Analizi): Aşağıda verilen devreden akan akımları Gauss eliminasyon yöntemi yardımıyla
bulunuz.
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Şekilde verilen basit devreler lineer denklem sistemleri olarak ifade edilebilir ve çözülebilirler. Bu amaçla
öncelikle Kirchhoff Kurallarını hatırlayalım:

1. Paralel bağlı bir direnç devresinde bir düğüme giren akımların toplamı o noktadan çıkan akımların
toplamına eşittir.

2. Kapalı bir çevrime uygulanan gerilim, bu çevrimde yer alan elemanların üzerinde düşen gerilimlerin
toplamıdır.

Kirchhoff’un 1. kuralına göre 1. düğümden:

i1 + i3 = i2
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Kirchhoff’un 2. kuralına göre:
i1R1 + i2R2 = 7V

3i1 + 2i2 = 7

i2R2 + i3R3 = 8V
2i2 + 4i3 = 8

Böylece lineer denklem sistemi elde edilmiş olur:

i1 − i2 + i3 = 0
3i1 + 2i2 = 7
2i2 + 4i3 = 8

Genişletilmiş matris yazılarak çözüme gidilir:

1 −1 1 0
3 2 0 7
0 2 4 8

 −3R2+R1→R1−−−−−−−−−−→

1 −1 1 0
0 5 −3 7
0 2 4 8

 1

2
R3

−−−→

1 −1 1 0
0 5 −3 7
0 1 2 4

 R2↔R3−−−−−→

1 −1 1 0
0 1 2 4
0 5 −3 7


−5R2+R3→R3−−−−−−−−−−→

1 −1 1 0
0 1 2 4
0 0 −13 −13

 −1

13
R3

−−−−→

1 −1 1 0
0 1 2 4
0 0 1 1


Elde edilen satır adımlı genişletilmiş matristen denklem sistemi yazılır ve çözüm araştırılır:

i1 − i2 + i3 = 0
i2 + 2i3 = 4
i3 = 1

⇒
i3 = 1
i2 = 2
i1 = 1

Uygulama (Devre Analizi): Aşağıda verilen devreden akan akımları Gauss eliminasyon yöntemi yardımıyla
bulunuz.
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