BZ 105 Lineer Cebir

Bolum 2: Matrisler

ERU BM 2022-2023 Giiz

2.1 Matrisler

Tanim 2.1. Elemanlar sayilar, degiskenler veya fonksiyonlar olabilen,

air @2 - Qip
a21 a22 e a2n
A =
am1 Am2 - Gmn mxn

(2.1)

seklindeki dizenli tabloya m satir ve n sttunlu bir matris ya da kisaca m x n matris denir. Matrisin satir

ve sttun sayisine gosteren m X n ifadesine matrisin mertebesi denir.

e Matrisler biiyiik harflerle isimlendirilir: A, B, C vb. Bir A matrisinin 4. satir ve j. siitununda bulunan
elemani a;; ya da (A);; seklinde gosterilir. A matrisi A = [a;;] seklinde gosterilir.

e Bir tek satirdan olugan matrise satir matrisi denir. Satir matrisinin mertebesi 1 x n’dir.

bZT;:[bl bQ b3 bn]

b=[6 7 0 -8

e Bir tek slitundan olugan matrise siitun matrisi denir. Siitun matrisinin mertebesi m x 1’dir.

ay 5

— a2 — 2
a=a = . a = 7
(2% -1

e Satir sayisi siitun sayisina esit olan matrise kare matris denir. Kare matrisin mertebesi m x m’dir.

a1 G12 - Aim
a1 az2 A2m,
A =
Am1 Am?2 e Amm mxm
A = [a;;], m x m mertebesinde bir kare matris olmak tizere; ai1, aze,ass, - , @mm elemanlarima A

matrisinin asal kégsegen elemanlari denir.

Bir kare matrisin asal kdgegen elemanlarinin toplamina matrisin izi (trace) denir.

izA = a1 +as2 +azz + -+ amm

e Tium elemanlar: sifir olan matrise sifir matrisi denir. Sifir matrisi 0,, x,, ile gosterilir.

Oixa=1[0 0 0 0

O4x1 =

o O OO
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e A = [a;j], mxm mertebeden bir kare matris olmak tizere A matrisinin asal kégegen digindaki elemanlar:

sifirsa bu matrise kosegen matris denir.
-1
st ] s

00
0 0 0
0 -2 0 0 1

e Bir kare matriste asal kosegen tlizerindeki elemanlar 1, diger tiim elemanlar 0 ise bu matrise birim
matris denir. m X m mertebeden birim matris I, ile gosterilir.

1
I = [1] I;= |0
0

o = O

0
0
1

e Bir kare matrisin asal kosegeninin tistiindeki veya altindaki elemanlarin tamami sifir ise bu matrise
iiggen matris denir. Sayet asal kogegenin iistiindeki elemanlar sifir ise alt liggen matris, altindaki
elemanlar sifir ise tist liggen matris denir.

ait 0o - 0 a1 a2 vt Gim

a1 Gz - 0 0 axp -+ am
ve

Am1 Am?2 e Amm 0 0 T Amm,

matrisleri sirasiyla alt ve iist iiggen matrislerdir.

2.2 Matrislerde i§lemler

Tamim 2.2. (Matris egitligi) Karsiikle elemanlar esit olan, ayni mertebeden matrislere egit matrisler
denir. m x n mertebeden A = [a;;] ve B = [byj] matrisleri esit ise A = B geklinde yazilur. Farkl mertebeden
matrisler egit olamaz.

Ornek:
|15 =7 |1 5y
A_[Z t 3]’ B_[x —6 z]’
matrislerinin esit olmasi igin yeter ve gerek kosul: x =2,y = —7,2 = 3,t = —6 olmasidir.

Tanim 2.3. (Matris toplami) A ve B, m x n mertebesinden iki matris ise bunlarin toplamu karsilaikle
elemanlarin toplamayla elde edilen ayni mertebeden (m x n) yeni bir matristir.

A+B= [aij ﬂ:bij]

Farkl mertebeden matrisler toplanamaz.

Ornek: Verilen A, B ve C matrisleri icin A4+B, A+C ve B+C iglemlerinin sonuclarini bulunuz.

5 =3 0 2 8 4 7 —6 _9 6
A=|-1 6 0 2 B=|0 -3 0 1 C{O 5}
0 -2 1 4 9 4 2 5
Coziim:
13 1 7 —4
A+B=|-1 3 0 3
9 2 3 9

Ayni mertebeden matrisler olmadiklarindan A+C ve B4+C tammh degildir.
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Tamim 2.4. A = [ay] bir matris ve ¢ € R bir skaler olmak tzere, cA skaler ¢carpimi A matrisinin her bir
elemanan ¢ skaleri ile carpilmasindan elde edilen bir matristir.

cA = clai;] = [cay]

Ornek:

Not: A, As, ..., A, matrisler, c¢1,co,...,c, skalerler olmak {izere Aj, Ag, ..., A, matrislerinin ¢y, cs, ..., cp
skalerleri ile lineer kombinasyonu:

ClAl —+ CQAQ —+ 4 CnAn

seklinde yazilir.

Odev: Verilen A, B ve C matrisleri i¢in 34 + 2B — %C’ igleminin sonucunu bulunuz.

0 3 4 1 2 4
A=|2 -3 B=(-3 0 C=1|-2 0
-1 1 4 -1 10 -6

Tamm 2.5. (Matris ¢carpyma) A = [ayj], m X p mertebeden matris ve B = [byj], p x n mertebeden matris
olmak tzere bunlarin ¢arpvmu (i,7). elemanin A matrisinin i. sature ile B matrisinin j. stitununun ¢arpima
ile bulunan m X n mertebeden bir matristir. 1 =1,2,...m ve j = 1,2,....,n i¢in

p
Cij = ailblj + aigbglj + -4 aipbpj = Z aikbk]‘
k=1
seklinde olusturulan AB = [Cij]an matrisine A ile B matrisinin ¢carpyma denir.

Tki matrisin garpilabilmesi i¢in, birinci matrisin siitun sayisi, ikinci matrisin satir sayisina esit olmaldir. A
ve B matrislerinin AB ¢arpimi miimkiin ise, A ve B matrislerine garpilabilir matrisler denir. AB ¢arpiminin
miimkiin olmas1 BA ¢arpimimin miimkiin olmasim gerektirmez.

Amxp Ban = ABan
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’ B: p satir n stitun ‘

bin

C12 Cln
a1 @ azp Co1 C22 Con
aml amz e amp le Cm2 e Cmn

A msatir p siitun ‘ C=AxB: msatir nstitun
Sekil 2.1: Matris ¢arpimi
> 2.0 -1 -2
Ornek: A= |-1 5| ve B= ise AB =7
0 3
4 3
Coziim:
2(—-1) 4+ 0(0) 2(—=2) 4+ 0(3) -2 —4
AB= [-1(-1)+5(0) —-1(-2)+53)| =| 1 17
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-2 4 2
Ornek: A = B _01 _32] veB=|1 0 0] ise AB=?
-1 1 -1
Coziim:
C11 = 1(—2) + 0(1) + 3(—1) =-5
c12 =1(4) +0(0) +3(1) =7
c13 =1(2) +0(0) +3(—1) = —1 (-5 7 -1
c;? =2(—2) —1(1) = 2(-1) = -3 AB = ;] = [—3 6 6 }
oo =2(4) —1(0) —2(1) = 6
o3 =2(2) —1(0) — 2(—1) = 6
2
Ornek: A=[1 -2 -3]veB= [—1 ise AB =7
1
Coziim:
2
AB=[1 -2 =3]|-1|=[1]
1

. 3 4 1 0
. — — ; —9
Ornek: A {_2 5} ve B {O J ise AB =7
Coziim:
3 4|1 0 3 4
as= % 005 3 =1% 3]
Odev:
8 5 3
1 -3 0 4 -3 10 2
f— P— 1 :?
A 9 5 _8 9 ve B 9 0 —4 ise AB =7
-1 -7 5

Tanim 2.6. A = [aj;]nn 17 X n mertebeden bir kare matris olsun. A matrisinin k defa kendisiyle ¢arpimina
A matrisinin k. kuvveti denir.

AAALA=AF E>0

A’ =1,
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Tanmim 2.7. Bir A matrisinin satirlariyla stitunlarinin yer degistirilmesi ile elde edilen matrise A matrisinin
transpozesi (devrigi) denir. A matrisinin transpozesi AT ile gosterilir.

Buna gore A = [a;5], m x n mertebeden bir matris ise AT = [a;], n x m mertebeden bir matristir:

A= [aij]mxn = AT = [aji}nxm

Ornek:

3 2 —6 3 -9 5
cC=1|-9 1 -7 = ct=12 1 0
5 0 12 -6 —7 12

Tanim 2.8. Bir matriste elemanlar asal kosegene gore simetrik ise bu matrise simetrik matris denir. Bir
simetrik matrisin transpozesi kendisine esittir (AT = A). Eger A = [a;] bir simetrik matris ise her i, j i¢in
ai; = aj; olmalidar.

Ornek:
2 3 5
A= |3 1 4 | matrisi bir simetrik matristir.
5 4 —7
Tamim 2.9. AT = —A ise A matrisine ters simetrik matris denir. Eger A = [ajjlnxn kare matrisi bir
ters simetrik matris ise her i, j icin a;; = —aj; olmalidor.
Ornek:
0o 2 3
A= -2 0 —5| matrisi bir ters simetrik matristir.
-3 5 0

Ornek: Bir ters simetrik matrisin asal kosegenindeki elemanlarin 0 oldugunu kanitlayiniz.
Coziim:

A = [a;j]nxn ters simetrik matris olsun. Bu durumda Vi, j icin
ai; = —aj;
olacaktir. Asal kogegen iizerindeki elemanlar icin ¢ = j olacagindan
Qii = — Q4

esitligi elde edilir. 2a,;; = 0, buradan a;; = 0 bulunur. Bu asal kosegendeki elemanlarin 0 oldugunu gosterir.
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2.3 DMatris i§lemlerinin Ozellikleri

Teorem 2.1. A, B, C ayni mertebeden matrisler, A1, Ao birer skaler olmak tzere:

(i) A+ B =B+ A (Dejisme dzelligi)

(1)) A+ (B+C) = (A+ B) + C (Birlesme ézelligi)
(tii) Mi(A+B) =X\ A+ \B

(iv) (A1 +A2)A =X A+ XA

(v) (M)A = A1 (A2A4)

Teorem 2.2. (Matris ¢carpiminin 6zellikleri) A m x n mertebeden matris, B ve C n X r matrisler, D
r X t matris ve A bir skaler olmak tizere:

(i) A(BD) = (AB)D (Birlesme 6zelligi)

(ii) A(B+C) = AB+ AC (Dagima ézelligi)
(iii) (B+ C)D = BD + CD
(iv) NAB) = (AM)B = A(AB)

(v) Genellikle AB # BA’dvr. (A ve B kare matris olmak tizere AB = BA saglanyorsa A ve B matrislerine
degismelidir.)

(vi) InA=AlL, = A

3 =2
Ornek: A= | 4 0 | matrisi ele alimirsa
-1 1

I3A =

o O =

3 9]
AL = |4 0 [1 0]_

Not: Reel say1 aritmetiginde ab = ac ve a # 0 ise b = ¢’dir. Fakat bu durum matrislerinde gegerli olmak
zorunda degildir.

Ornek:

9 10 9 10
AB = [18 20} =A0= {18 20]

Ornekte goriildiigii gibi AB = AC fakat B matrisi C matrisine esit degildir (B # C)
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Teorem 2.3. (Sifir matrisinin ézellikleri) A bir matris ve 0 bir sifor matrisi olmak tzere:

(i) A+0=0+A=A
(i) A—A=0
(iii) 0—A=—A

(iv) 0DA=0  A0=0

Not: Reel say1 aritmetiginde ab = 0 ise a = 0 ve/veya b = 0 olmalidir. Fakat bu durum matrislerde gegerli
olmak zorunda degildir.

Ornek:
1 2 -16 2 C
A= [2 4] B = [ 3 _1] matrislerini garpiniz.
0 0
AB = [0 0}

Ornekte goriildiigii gibi A # 0 ve B # 0 olmasina ragmen AB = 0’dur.

Teorem 2.4. (Matris kuvvetinin ozellikleri) A bir kare matris, k ve | tam saylar olmak tzere

(Z) AkAl — Ak+l

(i1) (A¥)! = A¥

- 1 -1 - L
Ornek: A= { } olarak verilsin A'° matrisini hesaplayn.

1 0

Teorem 2.5. (Transpozun ézellikleri) A ve B ayni mertebeden iki matris ve X bir skaler olmak tzere:

(i) (AT)T = A
(ii) (A+ B)T = AT + BT
(iii) (ANA)T = XAT
(iv) A ve B carpilabilir iki matris olmak iizere, (AB)T = BT AT. Bu ozellik ikiden fazla matris icin de

genisletilebilir:(ABC)T = CT BT AT

Ispat. Tlk ii¢ 6zellik oldukca aciktir. Son 6zelligi ispatlayalim:

P P
(AB)")ji = (AB)ij = > awbiy = > (BT)j(AT)rs = (BTAT);
k=1

k=1

olur. Buradan (AB)T = BT AT oldugu goriiliir. O
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2 1 -2 3 1
Ornek: A= |-1 0 3| veB=|2 —1| matrisleri verilsin. (AB)T = BT AT oldugunu gésterin.
0o -2 1 3 0
Cevap:
2 1
AaB=1|6 —1| @pr=[* ¢ 1
1 -1 2
-1 2
2 -1 0
AT=11 0 -2 pr—|3 2 3 prar—|* 6 -1
I, 1 -1 0 1 -1 2

Elde edilen matrislerden (AB)T = BT AT oldugu goriilmektedir.

2.4 Bir Matrisin Tersi

Tanmim 2.10. A ve B, n x n mertebeden kare matrisler olmak tzere,
AB=BA=1,
bagintistne saglayan B matrisine, A matrisinin tersi ve A matrisine de B matrisinin tersi denir. A matrisinin

tersi A~ ile gésterilir. Bir matrisin tersi varsa bu matrise regiler matris veya tersinir matris denir.
Eger bir matrisin tersi yoksa bu matrise singtiler matris ya da tekil matris denir.

1 2 3 1 -2 5
Ornek: A= |0 1 4| veB=|0 1 —4| matrislerinin birbirinin tersi oldugunu gosterin.

0 0 1 0 O 1

1 2 3|t -2 5] [1 0 O]

AB=|0 1 4|0 1 —4(=1]0 1 0

0 0 1] [0 I 10 0 1]

1 -2 57[1 2 3] [1 0 0]

BA=10 1 -4 10 1 =10 1 0

0 0 1 0 0 1] 10 0 1]

AB = BA = I3 oldugundan A ve B matrisleri birbirinin tersidir: A = B~! ve B = A~

Teorem 2.6. n X n mertebeden bir A kare matrisinin tersi varsa bu bir tanedir.

Ispat. Sayet A matrisinin B ve C gibi iki tersi olsaydi:
B =BI,=B(AC)=(BA)C=1,C=C

elde edilirdi. Su halde bir kare matrisin en ¢ok bir tersi vardir. O
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Tanim 2.11. (Temel Matrisler) m x m mertebeden bir kare matris, ayny mertebeden birim matrise el-
emanter satir iglemlerinden yalnizea biri uygulanarak elde edilebiliyorsa bu matrise temel (elementary)
matris denir.

Ornek:

9 0 e
01 I> matrisi lizerinde 9R,

1 0 0

0 0 1 I3 matrisi tizerinde Ry <> R3

01 0
1 0 e
[2 J I> matrisi tizerinde R + 2R1 — Rs

Teorem 2.7. E matrisi, I, birim matrisine bir e elemanter satir islemi uygulanarak elde edilen temel matris
olsun. EA matrisi, E matrisini tretmek icin uygulanan e elemanter satir isleminin A matrisine uygulanmas:
ile elde edilen matristir.

0 2 1
Ornek: A = |1 —3 6 | matrisi iizerinde R, <> R, iglemini gerceklestirin ve bu iglemle ayni sonucu
3 2 -1

verecek EA carpimi icin E matrisini bulun.

0 2 1 -3 6
A=|1 -3 6| 2200 2 1
3 2 -1 3 2 -1
[0 1 0 0 2 1 1 -3 6
1 00 1 -3 6 = |0 2 1
0 0 1 3 2 -1 3 2 -1
E A EA
. 1 0 —1]
Ornek: A = |—-2 -2 3 | matrisi lizerinde Ry + 2R; — Ro islemini gercgeklestirin ve bu iglemle aym
0 4 5
sonucu verecek EA carpimu icin E matrisini bulun.
1 00 1 0 -1 1 0 -1
210 -2 -2 3 = |0 -2 1
0 0 1 0 4 5 0 4 5
E EA

Teorem 2.8. (Temel matrisin tersi) E, belirli bir elemanter satir igslemi ile elde edilmis temel matris,
Ey ise bu islemin tersi ile edilmis temel matris olsun. Bu durumda E tersinirdir ve E—1 = Ej.

Ispat. Teorem 2.7°den EEy = I. Sayet EEy =1 = E~! = E, O
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Teorem 2.8’de deginildigi gibi bir temel matrisin tersini elde etmek icin bu temel matrisi elde etmek igin
kullanilan elemanter satir igleminin tersini ayni mertebeden birim matrise uygulamak yeterlidir. Daha 6nceki
boliimde gordiiglimiiz elemanter satir islemlerinin tersleri takip eden tablo ile verilmigtir:

Satir i§1emi Ters i§1emi
1. satir1 A\ skaleri ile carp 1. satiri % skaleri ile ¢arp
1. ve j. satirlar1 yer degistir 1. ve j. satirlar1 yer degistir

i. satir1 A skaleri ile carp ve j. satir ile topla 4. satir1 —\ skaleri ile garp ve j. satir ile topla

1 0 0
Ornek: E= | 0 1 0| temel matrisi I3 birim matrisine —2R; + Rs elemanter satir iglemi uygulanarak
-2 0 1
elde edilmigtir. Bu iglemin ters iglemi 2R; + R3 elemanter satir iglemidir.
1 0 1 00
0 1 o 2BtR=Rs g 1
0 0 1 2 01
I3 Ey
1 0 0|1 0 O 1 00
EEy=(0 1 0[]0 1 O0f|=1|0 1 0| =13
-2 0 1|2 0 1 0 0 1

2.4.1 Bir Matrisin Tersinin Bulunmasi

Verilen n x n mertebeden bir kare matris elemanter satir iglemleri ile birim matrise donustiirtilebiliyorsa bu
matrisin tersi vardir. Ilgili matrisin tersini, ayni elemanter satir iglemlerini n x n mertebeden birim matrise
uygulayarak elde edebiliriz.

1

Ornek: A:[_l _3

] matrisinin tersini bulunuz (A~ =7?).

Coziim:

-1 _ 1 4 11 Ti12| 1 0
A4 =I= |:—1 —3:| |:,T21 1‘22:| o [0 1]

Matris carpimini yaparsak:

Tr11 + 41‘21 =1

11 + 41’21 =1 g — 3$21 —0

T19 +4x90 =0
—x11 — 3721 =0

—Zyg — 3.1?22 -1 12 + 41‘22 =0

—T13 —3x22 =1

Elde ettigimiz denklem sistemleri ayni katsayilar matrisine sahip. Kolayca ¢ozmek her iki geniletilmig kat-
sayillar matrisindeki sistemin ikinci yani birlegtirilir.

1 4|1 L4 ol _[1 410
1 =3]0|"|=1 =31 1 -3]0 1
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Bu asamadan sonra elde edilen genisletilmig matris indirgenmis satir adimli hale getirilerek ¢6ztime ulagirsak:

1 4 |1 0| Ri+Ro—R, |1 4|1 0| —4Ro4+Ri—R; |1 0] -3 —4
R B SN —_— T
{—1 -310 1} [0 111 1} {O 1] 1 1 }

Elde edilen ¢oziim verilen baglangigta verilen matrisin tersi olarak elde edilir:
_ 1 411-3 —4 1 0
1_ _
A4 Ié[—l —3“1 1]{0 1]

Burada gerceklestirilen ¢oziim: [A|I] — [I|A~] genellestirilerek tiim matrislere uygulanabilir.
Tanim 2.12. (Matris tersinin bulunmasi) Verilen bir kare matrisin tersinin bulunmast i¢in asagidaki

adimlar takip edilir:

o A = [aij]an, n X n mertebeden bir kare matris olmak tzere A matrisinin sagina I, birim matrisi
yazlarak takip eden matris olusturulur:
[Al1,]

e Bu matrisin sol tarafindaki A matrisini, I, birim matrise dontstiirecek elemanter satir islemleri uygu-
lanar

[In] A7

Sayet A matrisi, birim matris haline gelebiliyorsa tersi vardir ve matrisin sag tarafindaki birim matrise
elemanter satir islemleri uygulanarak elde edilen matris A matrisinin tersidir (A=1)

e Sayet A matrisi birim matris haline getirilemiyorsa A tersinir degildir.

o Son olarak AA™' = I, islemi yapilarak islemlerin saglamase yapilr.

1 -1 0
Ornek: A= | 1 0 —1| matrisinin tersini bulunuz (A_1 =7).
6 2 3
Coziim:
1 -1 0]1 00
ANN=]1 0 -1]/0 1 0
6 2 310 0 1
1 -1 011 0 0 1 01 00 1 -1 0]1 00
1 0 —1]0 1 of 2tz g 1 3|1 1 o SRR g 1 11 1 0
6 2 310 0 1 6 2 3]0 01 0 -4 3|6 01
1 011 0 0 1 -1 01 0 o0
ARatls =R g 1 10 —-1 1 0] =5 o0 1 —1]-1 1 0
0 0 —1|2 41 0 0 1 |-2 —4 -1
1 0l1 0 o0 10 0]-2 -3 -1
Bsthomlo g 1 | -3 —3 —1| B2ty 1 o] -3 —3 —1
0 0 1]-2 —4 -1 00 1|-2 —4 —1
2 -3 —1
At=1-3 -3 -1
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1 2 0
Ornek: A= | 3 —1 2 | matrisinin tersini bulunuz (A~! =?).
9 3 -2
Coziim:
1 2 0/l1 00
Al=]3 -1 2|0 1 0
2 3 —2/0 0 1
1 2 01]100 2 011 00 1 2 0]1 00
3 -1 2|0 1 o ZBurfezR g 7 9 | 3 1 o] 2t gy 7 9 | 3 1 0
2 3 —2/0 0 1 2 3 —2/0 01 0 7 —2/2 01
1 2 0/1 00
fotlsmls g 7 9] -3 1 0
0 0 0/-1 11

A matrisi birim matrise indirgenemediginden, bir bagka deyigle, birim matris ile satir esdegeri olmadigindan
A matrisi tersinir degildir.

Odev:
0 1 2
A={1 0 3| matrisinin tersini bulunuz (A=! =7).
4 -3 8
Odev
(1 -2 -1
B=|-1 5 6 | matrisinin tersini bulunuz (B~ =7?).
5 —4 5

Teorem 2.9. (2 x 2 mertebeden bir matrisin tersi) A = {(Cl Z} matrisinin ad — be # 0 ise tersi vardr.

Eger 2 x 2 mertebeden A matrisi tersinir ise tersi:

1 d —b
Al =
ad — be [—C a }

ile bulunur.

—4

Ornek: A = [ 5

-2 S ..
5 } matrisinin tersini bulunuz (A~ =7?).

Coziim: ad — bc = (—4)(5) — 5(—2) = —10 # 0 oldugundan A matrisinin tersi vardir

1[5 2
_1_7 _
40 [—5 —4}

—4

Ornek: A = {6

_32} matrisinin tersini bulunuz (A=! =?).

Coziim: ad — bc = (—4)(3) — (—2)(6) = 0 oldugundan A matrisi tersinir degildir.
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Teorem 2.10. (Tersinir Matris Teoremi) Bir A = [ajj]axn kare matrisi i¢in asagidaki ifadeler egittir:

(i) A matrisi, tersinirdir.

(i) Az =0 lineer denklem sisteminin tek ¢ézimi agikar ¢ézimdir.
(i) A matrisi, I, ile satir esdegeridir.

(iv) A matrisi, temel matrislerin carpima seklinde yazilabilir.

(v) Az = b lineer denklem sisteminin her bir n x 1 mertebeden b matrisi i¢in ancak ve ancak bir ¢ozimi
vardar.

(vi) Az = b lineer denklem sistemi, n x 1 mertebeden her b matrisi icin tutarhder.

(vii) AT matrisi, tersinirdir.

2.4.2 Ters Matris Ozellikleri

Teorem 2.11. (Ters matrisin ozellikleri) Sayet A ve B aymi mertebeden tersinir matrisler olmak izere:

(i) AB tersinirdir ve (AB)~! = B~1A~1
(ii) A=Y tersinirdir ve (A=1)"1 = A
(iii) k = 0,1, ..., icin A tersinirdir ve (A¥)~1 = A=F = (A~1)k
(iv) Sayet X sufir harici bir skaler ise, NA tersinirdir ve (AA)™! = A™?
(v) AT tersinirdir ve (AT)~t = (A~1)T

. 1 3 3 1 2 3
Ornek: A= |1 4 3| veB= |1 3 3| ise(AB)7!
1 3 4 2 4 3
Coziim:
7T -3 -3 1 -2 1 8 -5 =2
Atlt=|-1 1 o|B'=|-1 1 o0|B*At=|-1 1 0
2 -1 2 —1
Ornek: A= |1 1 ise (A%t =2
: 9 4 7
Coziim:
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Teorem 2.12. A tersinir bir matris, B,C ve D; A matrisi ile aynt mertebeden matrisler olmak tzere,

(i) Sayet AB = AC ise B = C dir.
(i) Sayet AD =0 ise D = 0’dar.

Ispat. (i) A tersinir matris oldugu icin A~! matrisinin var oldugunu biliyoruz. Esitligin her iki tarafin
A~ ile carparsak:
A7'AB = AT1AC
IB=1IC
B=C

(ii) Yine A~! var oldugunu biliyoruz ve esitligin her iki tarafim A~! ile carparsak:

ATYAD = A710
ID=0
D=0

O

Tanim 2.13. (Ortogonal matris) n x n mertebeden bir A kare matrisinin tersi, transpozesine egit ise A
matrisine ortogonal matris denir:
AT _ A—l

Asagidaki egitlik saglanirsa A matrisi ortagonal matristir:

AAT = ATA =1,

- cosf  sind . o
Ornek: A = {_ sinf  cos 9} matrisinin ortogonal olup olmadigini arastirin.
Cevap:
AAT — cosf sind| [cos® —sind| (1 0
~ |—sinf cosf| |sinf cosf | |0 1
oldugundan A ortogonal matristir.
. 1 2 2
Ornek: B :% 2 2 1| matrisinin ortogonal olup olmadigimi aragtirin.
2 -1 2
Cevap:
o222 2 1 00
BBT:§2 2 1|2 2 —1|#(0 1 0
2 -1 2(1]2 1 2 0 0 1

oldugu gorilmektedir. Buna gére B matrisi ortogonal matris degildir.

1 -2 2
Odev: B = % 2 —1 —2| matrisinin ortogonal olup olmadigini arastirin.
2 2 1
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2.5 Lineer Denklem Sistemlerinin Katsayilar Matrisinin Tersi ile
Coziilmesi
n bilinmeyenli, n denklemli bir lineer denklem sistemi Az = b verilsin. Bu durumda katsayilar matrisi A,
n x n mertebeden kare matris olacaktir. Denklemin her iki tarafi A=! ile carpilirsa:
(A Az = A" = r=A""
olacaktir.

Ayrica, Ax = 0 esitliginde, A matrisi tersinir ise tek ¢ozliim agikar ¢6ziim bir bagka deyisle tiim degigkenlerin
degerinin sifir oldugu ¢oéztimdiir.

Ornek:
z+y+z = 1
r—y+2z = 3
T+ 2y = 2

denklem sistemini katsayilar matrisinin tersi yontemi ile ¢oziiniiz.

Cevap:

Verilen denklem sistemi Az = b seklinde yazilir ve katsayilar matrisinin tersi aranir:

11 1] [« 1
1 -1 2| |zo| = |3
1 2 0| |3 2
1 1 1]1 00 1 1 1]1 00 1 1 1]1 00
1 -1 2/0 1 of 2t lg 9o 1 | -1 1 of B2 00 1 —1]-1 0 1
1 2 o0]lo o 1] ™ o 1 —1]-1 0 1 0 -2 1 /-1 10
11 1]1 00 11 1]1 o0 11 0/-2 1 2
2RatBs g 1 1)1 0 1| =B o1 —1]-1 0 1| Bl 1 02 -1 -1
00 —-1|-3 1 2 00 1|3 —1 —2f %t g0 1|3 -1 -2
10 0]-4 2 3 4 2 3
et 1 0 2 -1 -1 =  Al=|2 -1 -
00 1|3 -1 -2 3 -1 —
x = A7) esitliginden :
4 2 371 8
c=12 -1 —1| (3| =]-3
3 -1 —2| |2 —4
bulunur. Buradan
r =28
y=-3
z=—4
bulunur.
Odev:
z+y+z = 1
T+2y+2z = 2
r—y+2z = 3

denklem sistemini katsayilar matrisinin tersi yontemi ile ¢oziiniiz.
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Uygulama (Kriptolojide Matrislerin Kullanmilmas)

Matrisler, kriptolojide de sik¢a kullamlmaktadir. Bu béliimde basit bir kriptoloji 6rnegi verecegiz. Ornegin,
alfabedeki harflere agagidaki tabloda gorildigii gibi birer say:1 kargiligi getirelim. Bu tabloyu ve tersinir bir
matrisini kullanarak, bir metni nasil gifreleyebilecegimizi gorelim.

A[B|C|C|D|E|F|G|G|lH|]ITI]|]I]J[|K
0 1 2 3| 4 5 6 71819 (10]11]12]|13 |14
LIM/|N[O|O|[P|[R|[S|S|T|U|U|V]|Y]|Z
15 (16 | 17 [18 [ 19 [20 [ 21 (222324 [ 2526 | 27 | 28 | 29

” AYSE TATILE CIKSIN” ciimlesini agagida verilen matrisi kullanarak sifreleyelim. Burada sifreleme igleminde
kullanacagimiz anahtar matrisinin tersinir olmasi gerektigine dikkat ediniz.

-3 -3 -4
A=10 1 1
4 3 4

Oncelikle ”AYSE TATILE CIKSIN” ciimlesindeki her karakterin sayisal degerini yukarida verilen tabloyu
kullanarak belirleyelim.

A'Y S E T AT I L E ¢C I K S I N
1 28 23 6 0 24 1 24 12 15 6 0 4 11 14 22 11 17

Sifreleme igin 3 x 3 mertebeden bir matris kullanacagimiz i¢in sifrelenecek metinin sayisal kargihigini 3 satirh
bir matris halinde yazalim.

AE AL ¢ S 1 6 1 15 4 22
Y T E I I|=128 0 24 6 11 11| =B
S T I K N 23 24 12 0 14 17

Yukarida elde ettigimiz B matrisini A matrisi ile carparak sifrelenmis metni elde edelim.

-3 -3 —4|(12 6 1 14 4 21 -179 -114 -123 —-63 -—-101 —167
AB= |0 1 1 2r 0 23 6 10 10(=| 51 24 36 6 25 28
4 3 4 22 23 11 0 13 16 180 120 124 78 105 189

Tabloda bulunan en biiytik sayisal deger 30 oldugu igin elde edilen matristeki degerleri mod 30’a getirebiliriz.
Boylece sifrelenmis metni ifade eden matris C elde edilir:

1 6 27 2v 19 13
C=121 24 6 6 25 28
0 0 4 18 15 9

Yukarida verilen harf - sayisal deger tablosuna gére ”AYSE TATILE CIKSIN” ciimlesinin sifrelenmis hali
"AR ET VECVEOOULJYG” olarak bulunur. Bu agsamadan sonra sifreli mesajin nasil ¢dziimlenecegini
inceleyelim.

Sayet AB = C ise B = A~'C olarak elde edilir.
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1 0 1
A matrisinin tersi A='= [ 4 4 3 | olarak bulunur.
4 -3 -3

B = A71C esitligi ile ¢oziime ulagilir

1 0 1 1 6 27 2v 19 13 1 6 31 45 34 22
4 4 3 21 24 6 6 25 28 =88 120 144 186 221 191
-4 -3 -3 0 0 4 18 15 9 —67 —96 —138 —180 —-196 —163

Elde edilen matris yine mod 30 iglemine tabi tutulursa orijinal metinin sayisal kargiligini ifade eden matris
elde edilir.

1 6 1 15 4 22
0 24 6 11 11

B = |28
23 24 12 0 14 17

Bu matris harf - sayisal deger tablosuna gore cevrilirse ” AYSE TATILE CIKSIN” ciimlesi elde edilir.

1 -2 =2
Odev: Yukarida verilen harf - say1 degeri tablosunu kullanarak A = |1 —2 —3| matrisi ile gifrelenmig
0 1 1

"BSHUIUSSIIUJR V7 mesajim ¢oziiniiz.



