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OZET

Topolojik kategoride Baran [8-10] tarafindan tanimlanan kapalilik ve kuvvetli kapalilik

kavramlarin, lokal ve genel T, ve T, objelerin bilinen bazi topolojik kategorilerde incelenmesi

temeline dayanan bu ¢alisma bes bolimden olugsmaktadir.

Bu calismanin birinci bdlimu girig, ikinci ve Gg¢lnci béliumlerinde de bu galismada gecen
topolojik kategorilerin tanimlari, ¢ikis nedeni, 6Gnemi ve birbirileri arasindaki iligkileri kapsayan

bilgilerden olugsmaktadir.

Bu c¢alismanin dérdincid bdéliminde, topolojik kategoride 1991 de Baran tarafindan
tanimlanan kapalilik ve kuvvetli kapalilik kavramlarini hem yari-diizgiin yakinsak uzaylar
hem de yansimali (reflexive) uzaylar kategorisinde karakterize edilmis, bunlar ile klasik
kapalilik kavramlari arasinda iligki incelenmis, bu kavramlarin Dikranjan ve Giuli [35]
anlaminda kapanis operatori olusturdugunu ve bu kapanis operatorlerin zayif kalitsal,

kalitsal, carpimsal ve idempotent gibi bazi 6zellikleri sagladigi gosterilmistir. Ayrica, T, ve T,
yari-dizgin yakinsak uzaylari ve T,,T, ve Hausdorff yansimal (reflexive) uzaylarin her biri
karakterize edilmistir. Son olarak, lokal T, ve T, ve genel T, , T, ve Hausdorff genigletiimis

pseudo-(quasi)-semi metrik uzaylari karakterize edilmistir.
Son bélimde sonug ve dneriler verilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Kategori, yari-duzgun yakinsak uzay, kapalilik, kapanig

operatorleri, genigletiimis pseudo-quasi-semi metrik uzaylar, yansimali uzaylar.



ABSTRACT

This work based on investigating the notions of closed and strongly closed subobjects of an

object, lokal ve genel T, ve T, objects which were defined in a topological category by

Baran [8-10] in some known topological categories and consists of five chapters.

The first chapter of this work is introduction, the second and the third chapters cover the

information about topological categories which will be used in this work.

In the fourt chapter, the notions of closed and strongly closed subobjects of an object, which
were introduced in 1991 by Baran, in both the category of semiuniform convergence spaces
and the category of reflexive spaces are characterized, the relationships among these
notions as well as the usual notion of closedness are investigated and it is shown that they
induce a notion of closure in the sense of Dikranjan and Giuli [35] which enjoy the basic
properties like idempotency,(weak) hereditariness, and productivity. Moreover, each of T,
and T, semiuniform convergence spaces and each of T,,T, and Hausdorff reflexive spaces

are characterized. Finally, local and general T,, T, , Hausdorff extented pseudo-(quasi)-semi

metric spaces are characterized.
In the last chapter, conclusions and recommendations are given.

Keywords: Topological category, Semiuniform Convergence spaces, closedness, closure

operators, extented pseudo-quasi-semi metric spaces, reflexive spaces.



1. GIRIiS

Metrik uzaylar sinifi gok kuguk bir sinif oldugundan, duzgun sureklilik, duzgun yakinsaklik
gibi kavramlarin mevcut oldugu metrik uzaylardan daha buyuk siniflarin olup olmadigi sorusu
ortaya cikiyor. Bu soru 1937°de Weil [88] tarafindan dizglin uzaylar (ve duzgun surekli
fonksiyonlar) in kategorisi Unif i tanimlayarak ¢6zildi. 1948’'de L. Nachbin [41] tarafindan
quasidizgln uzaylar, 1963’te Csaszar [32] tarafindan syntopogeneous uzaylar, 1964’te D. B.
Doitchinov [38] tarafindan genellestiriimis topolojik uzaylar, 1965te M. Katetov [54]
tarafindan merotopik uzaylar ve 1974’te H. Herrlich [49] tarafindan nearness uzaylar gibi
hem topolojik hem de duzgln uzaylari igine alan topolojik kategoriler tanimlandi. Fakat bu
kategorilerin hicbirisi kartezyen kapali degildir. 1992°de Behling [24] ve 1993’te Preuss [73]
tim (simetrik) limit uzaylari, dizgin yakinsak uzaylari ve tim (simetrik) topolojik uzaylari ve
tim dizgln uzaylari ihtiva eden yari dizgin yakinsak uzaylar (ve dizgin surekli
fonksiyonlar)dan olusan kartezyen kapali, kalitsal ve bolim doénldstumlerinin  (keyfi)
carpimlarinin bolim déntsimi oldugu uygun bir kategoriyi, SUConv, tanimladilar.Topolojik
ve dlzglin kavramlar SUConv da mevcut oldugundan, SUConv siireklilik, Cauchy surekliligi,
dizgun sureklilik, tamlik, tam sinirhlik, kompakthk, baglantililik ve fonksiyon uzaylarindaki
basit yakinsaklik, sirekli yakinsaklik ve duzgin yakinsaklik yapilari i¢in de uygun bir

kategoridir.

Metrik uzaylar (ve blzilme (non expansive)) donlstumlerin kategorisi Met de metrik
uzaylarin keyfi carpimlarinin, dual-garpimlarinin ve boélim uzaylarin her zaman mevcut
olmamasi sorunu metrik yerine 1990’da J. Adamek ve J. Reiterman [2] tarafindan
tanimlanan genisletiimis pseudo-metrik kullanilarak, yani pMet kategorisine gecilerek
cOzulebilecegini, fakat bu defa da pseudo-metrikten elde edilen topolojinin her zaman
Hausdorff olmamasi problemi ortaya ¢ikiyor (genisletilmis metric sonsuz (« ), pseudo metric
farkli noktalarda sifir deg@erini alabilir). Genigletiimis pseudo-metrik uzaylarinda sadece keyfi
carpimlar ve dual-garpimlar her zaman mevcut olmasi degil ayni zamanda baslangi¢ ve bitis
yapilari her zaman var olmasi 6nemini goz 6nune alirsak, metrikten genisletiimis pseudo-
metrik uzaylara gegisin temel sebeplerinden birisi budur. Genisletilmis pseudo-quasi-yari
metrik uzaylar (quasi metrik simetri 6zelligini, yari metrik UGggen esitsizligi 6zelligini
saglayamayabilir) hem genigletiimis pseudo-metrik uzaylari hem de yansimal (reflexive)

uzaylari ihtiva eder.

Bu proje calismasinda, topolojik kategoride Baran [8-9] tarafindan tanimlanan kapalilik ve

kuvvetli kapalilik kavramlarini SUConv kategorisinde karakterize edilmis, bunlar ile klasik

kapalilk kavramlari arasinda iligki incelenmis, bu kavramlarin Dikranjan ve Giuli [35]
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anlaminda kapanis operatérd olusturdugunu ve bu kapanis operatorlerin zayif kalitsal,
kalitsal, carpimsal ve idempotent gibi bazi 6zellikleri sagladigi gostermistir. Ayrica, yari-
dizgun yakinsak uzaylarin kategorisine icine gdmulenebilen (embedded) yansimali uzaylar
ve bagintiyl koruyan fonksiyonlardan olusan RRel topolojik kategorisinde kapalilik ve kuvvetli

kapalilik kavramlari, local ve genel T, ve T, uzaylari karakterize edilmis ve bunlar ile klasik

kavramlari arasinda iligki arastiriimistir. Son olarak, SUConv kategorisine icine
gOmilenebilen genigletiimis pseudo-(quasi)-semi metrik uzaylar ve bizilme déntsimlerden

olusan pgsMet (psMet) kategorilerinde lokal ve genel T,, T, ve Hausdorff objeleri karakterize

edilmigtir.
1.1 Amag ve Kapsam

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, dizgin uzayi, limit uzayi, bornolojik uzay ve
preorder uzaylarini da icine alarak Herrlich [48], Kent [57], Wyler [91], ve Schwartz [78]
tarafindan topolojik kategori kavramina genellestiriimistir. Topolojideki kompaktlik,
baglantililk, kapallik, ayirma aksiyomlari vb. bazi 6nemli kavramlar degisik yollarla topolojik
kategoriye genisletilmistir. 1974’ te Manes [68] ve 1987°de Herrlich, Salicrup ve Strecker [50]
faktorizasyon yapisi kullanarak kompaktlik, ayirma aksiyomlari ve 6z fonksiyonlari kategoriye
genisletilmislerdir. 1990°’da Dikranjan ve Giuli [36] ( slUzge¢ yekinsak uzaylarin gesitli tipleri
icin), 1996 da Clementino, Giuli ve Tholen [29], 1997 de Clementino ve Tholen [30] (abstract
kategoriler igin) bu kavramlar kapanis operatérleri kullanarak, 1991, 1997, 2006’da Baran [8-
14, 18] baslangi¢ ve bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre objeleri kullanarak, bu kavramlari
topolojik kategoride tanimladilar. Dolayisiyla, bu kavramlari herhangi bir topolojik kategoriye

genisletmenin yaninda bunlari belli topolojik kategorilerde karakterize etmek de faydali olur.

Baran, [8] de kimeler ve fonksiyonlar kategorisi Uzerinde tanimlanmis keyfi bir topolojik
kategori igin bir p noktasinda, yani lokal olarak ayirma aksiyomlarini tanimlamistir [8, 10].
Ardindan bunu topos teorisindeki Urete¢ eleman (the generic element) metodunu [53, s.39]
kullanarak noktadan badimsiz olan tanimlara genellestirmistir. Topos’taki objeler noktalara
sahip olmayabilir fakat her zaman bir Urete¢ noktasina sahiptir. Bu genellestirmeyi
yapmasinin bir nedeni budur. Diger bir nedeni de keyfi topolojik kategorilerde “kapalilik” ve

“kuvvetli kapallk® kavramlarinin bir noktadaki T, 6ve T ayirma aksiyomlari cinsinden
tanimlanmis olmasidir [9]. Baran [8-9] kime tabanh topolojik kategorilerde “kapalilik” ve
“kuvvetli kapalilik” kavramlarini tanimlamis ve bu kavramlarin bazi iyi bilinen topolojik

kategorilerde Dikranjan ve Giuli anlaminda [35] kapanis operatdéru olusturdugunu gdéstermistir



[17-18, 20-21, 23]. Ayrica bu kavramlari kullanarak topolojide iyi bilinen kompakthk [14],
Hausdorffluk [12] ve baglantililik [19] kavramlarini topolojik kategoriye genellestirmistir.

Genel olarak, ayrilma aksiyomlari farkli noktalari ve ayrik kapali cimleleri acik ciimlelerle
ayirmayi saglamaktadir. Bu kavramlari herhangi bir topolojik kategoriye genellestirebilmek
icin bunlarin her birini baslangi¢ kaldirmalari, bitis kaldirmalari ve (in)diskre obje ile
aciklayabilmek gerekmektedir ¢iinkli herhangi bir topolojik kategoride baslangi¢ kaldirmalari,

bitis kaldirmalari ve (in)diskre obje daima mevcuttur.

Bu proje galismasinda, amacimiz topolojik kategoride Baran [8-9] tarafindan, baslangi¢ ve
bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre objeleri, kullanarak tanimlanan kapalilik ve kuvvetli
kapalilik kavramlarini hem SUConv hem de RRel kategorilerinde karakterize etmek, bunlar
ile klasik kapalilik kavramlari arasinda iligkiyi incelemek, bu kavramlarin Urettigi kapanis
operatorlerin 6zelliklerini arastirmaktir. Ayrica, bizim diger bir amacimiz da pgsMet (psMet)

kategorilerinde lokal ve genel T,, T, ve Hausdorff objeleri karakterize etmek, lokal ve genel

ayirma aksiyomlari arasindaki iligkiler incelemektir.

Bu calisma sayesinde diger bilim insanlari kendi ¢alisma alanlari igin daha kolay ve daha

genis bir alanda simdiye kadar yapmis olduklari ¢galismalari gelistirme firsati bulacaklardir.



2. GENEL BILGILER

1906’da Frechet [42] analizdeki bir ¢ok problem igin oldukga faydali bir yapi olan metrik
uzaylar tanimladi. Fakat maalesef metrik uzaylar sinifi, fonksiyon uzaylarinda noktasal
yakinsakligl tanimlamak igin yeterli degildir. 1914’ te Hausdorff [47] tarafindan tanimlanan
(ginimuzde Hausdorff uzaylar olarak bilinen) ve 1922°de Kuratowski [58] tarafindan
(ahsilmis anlamda) tanimlanan topolojik uzaylarda noktasal yakinsaklik tanimlanabilir.
Topolojik uzaylarin metrik uzaylar yerine kullaniimasinin diger bir sebebi de topolojik uzaylar
(ve surekli fonksiyonlar) in kategorisi Top un alt uzaylar, ¢arpimlar, boélimler ve dual
carpimlar gibi butin alisilmis yapilarin mevcut olmasidir. Oysa metrik uzaylar (ve bizilme
(non expansive)) donisimlerin kategorisi Met de sadece alt uzaylar ve sonlu g¢arpimlar
olusumu mevcuttur. Metrik uzaylarin keyfi carpimlarinin her zaman mevcut olmamasi sorunu
metrik yerine pseudo-metrik kullanilarak, yani pMet kategorisine gecilerek ¢ozilebilir, fakat
bu defa da pseudo-metrikten elde edilen topolojinin her zaman Hausdorff olmamasi problemi
ortaya c¢ikar. Bir baska ifadeyle metrik baslangi¢c yapilarin topolojik baslangi¢c yapilarla,
genelde, uyusmuyor. Baslangi¢ ve bitis yapilarin dnemini g6z 6nlne alirsak, metrikten
topolojiye gecisin temel sebeplerinden birisi budur. Fakat Top da asadida siraladigimiz ¢ok

onemli bazi eksiklikler mevcuttur.

1. Top kategorisi kartezyen kapali degildir. Bu 6zellik Fonksiyonel Analizde Duality
Teorisinde ve Cebirsel Topolojide Homotopi Teorisinde c¢alisan matematikgiler tarafindan

kullantlir.
2. Top da béliim fonksiyonlarinin ¢arpimlarinin béliim fonksiyonu olmasi gerekmez.

3. Top da béliim fonksiyonlari kalitsal degildir, eger f:(X,z)—(Y,c) Top da bir bélim
donisimi ve AcY ise bu takdirde f7'[A] (Ayagore) alt topoloji ile verilmek sartiyla,
(f|f[Aly: f*[A]>A donlsiminin Top da bolim doénisimi olmasi gerekmez.

Arhangel’skii [5] de topolojideki dizensizliklerin ¢ogu bdlim doéntsUimlerinin  kalitsal
olmamasindan kaynaklanmaktadir ve bolim doénUsumlerinin  kalitsal olmasi 6zelligi

baglantililk ve baglantisizlik teorisinde kullanilir.

4. Diizgiin sdreklilik, diizgiin yakinsaklik, Cauchy dizileri (veya Cauchy slizgecleri) ve

tamlik gibi diizgiin kavramlar Top da mevcut degildir.

Metrik uzaylar sinifi gok kuguk oldugundan, duzgun sdreklilik, dizgin yakinsaklik gibi

dizgun kavramlarin mevcut oldugu metrik uzaylardan daha buylk siniflarin olup olmadigi
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sorusu ortaya ¢ikiyor. Bu soru 1937°’de Weil [88] tarafindan ¢dzuldu. Weil diizgiin uzaylan
tanimladi ve Hausdorffun yaptigi her metrik uzayin tamlanigini [47] her duzgin uzayin
tamlanigina genisletti. Fakat malesef 1978’de Husek [52] dlzgun uzaylar (ve duzgun surekli
fonksiyonlar) in kategorisi Unif in kartezyen kapali olmadigini gosterdi. 1948’de L. Nachbin
tarafindan quasidizglin uzaylar [41], 1963’te Csaszar tarafindan syntopogeneous uzaylar
[32], 1964’te D. B. Doitchinov tarafindan genellestiriimis topolojik uzaylar (=stpertopolojik
uzaylar) [38], 1965'te M. Katetov tarafindan merotopik uzaylar [54] ve 1974’te H. Herrlich
tarafindan nearness uzaylar [49] gibi hem topolojik hem de duzgun uzaylar igine alan

topolojik kategoriler tanimlandi. Fakat bu kategorilerin higbirisi kartezyen kapali degildir.

1965'te Cook ve Fischer [31] duzglin uzaylarin bir genellestiriimesi olarak kartezyen kapali
bir kategori olusturan dlizgiin yakinsak uzaylari (diizgin limit uzaylar) gelistirdi. Fakat

dizgun limit uzaylari (ve dizgun sirekli fonsiyonlar) in kategorisi ULim kalitsal degildir.

Bu ylzden 1. den 4. e kadar tim noktalari disinUrsek su soru ortaya cikiyor: Topolojideki
uzayin dogru kavrami nedir? Agik olarak, béyle bir kavram Top un 1., 2., 3. ve 4. de so6zi
edilen tim yetersizliklerine ¢are olmalidir. Dahasi topolojik ve dizgin uzaylar Gzerindeki tim
sonuglar 6nemli 6zel haller olarak kalmalidir. Son ama ayni derecede 6nemli olarak, bdyle bir
uzay kavraminin tanimi kolay olmalidir. 1992’de Behling [24] ve 1993’te Preuss [73] yari
dlzgun yakinsak uzaylari tanitarak bu konuya bir ¢6zim sunmustur ve yari diizgin yakinsak
uzaylar (ve dizgun sirekli fonksiyonlarin) kategorisi SUConv nin kartezyen kapali, bélim
donlstmlerinin  kaltsal oldugu ve bdélim déndsimlerinin (keyfi) carpimlarinin bélim
doénudsumu oldugunu goéstermiglerdir. SUConv tim (simetrik) limit uzaylari, dizglin yakinsak
uzaylari ve tim (simetrik) topolojik uzaylari ve tim diizgiin uzaylari ihtiva eder. Topolojik ve
dizgin kavramlar SUConv da mevcut oldugundan, SUConv sureklilik, Cauchy surekliligi,
dizgln suareklilik, tamlik, tam sinirhlik, kompaktlk, baglantilik ve fonksiyon uzaylarinda basit
yakinsaklik, surekli yakinsaklik ve dizgun yakinsaklik gibi kavramlarin tanimlamasi igin

uygun bir kategoridir.

Kapanis operatorleri, ilk defa Moore [70] ve Riesz [76] tarafindan analizde kullaniimig
olmasina ragmen, sonralari daha ¢ok mantik [6], cebir [25, 37] ve topoloji [37, 58] gibi
matematigin diger dallarinda uygulama alani bulmustur. Bunlarin disinda, Canter ve Wille
[44] veri analizinde ve bilgi temsilinde, Aumann [7] da sosyal bilimler alaninda kapanis
operatdrlerini kullanmigtir. Son yillarda ise kapanis operatérleri kuantum mantigi ve fiziksel
sistemlerin temsili teorisinde kullaniimaya baslanmistir [3-4]. Bu uygulamalarda TO ve T1
ayrilma aksiyomlari ¢ok 6nemli rol oynar [84-85]. 1940 yilinda Birkhoffun [25] kapanis
Uizerinde ¢alismasinin bir nedeni de bir kapanis uzayinin kapal ciimlelerinin sinifinin bir tam
5



(complete) latis olusturdugunu gérmus olmasidir. Kapaniglar ile tam latisler arasindaki iligki
pek cok yazar tarafindan incelenmistir. Bu konunun genel bir degerlendirmesini Erné
yapmistir [40]. Hem latis teorisindeki kapanis operatdrleri hem de kategori teorisindeki
kapanis operatérleri teorik bilgisayar ¢alismalarinda ¢ok énemli rol oynar. Bu alandaki en
Onemli calismalar domain teorisinin de temellerini atan Scott'un c¢alismalaridir [79-81].
Kategori teorisindeki kapanis operatérlerinin pek ¢ok kullanim alani vardir. Temelleri
Bourbaki [27] tarafindan atilan, kategori teorisindeki reflektif alt kategori kavrami kullanilarak,
latis teorisindeki kapanis operatori kavrami elde edilmistir [43, 49, 55]. Grothendieck topoloji
ve Lawvere-Tierney topoloji kavramlari Sheaf ve Topos teorisinde 6nemli olup, en uygun

sekilde 6zel kapanis operatorleri ile tanimlanirlar [53, 61, 67].

Salbany [77]de regller kapanis operatorleri tanimladiktan sonra, kategorik topolojide,
topolojik uzaylar kategorisinin dolgun alt kategorilerinin elde edilmesinde agirlikli olarak bu

kapanis operatorleri kullandi.

1945 'te Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Clane [39] kategori teorisini ortaya ¢ikardilar.
Kategori teorisi birbirinden oldukga farkli gortinen iki saha olan topoloji ve cebir arasinda bir
képri kurmak icin gelistirilmistir. 1957°de Alexander Grothendieck kategori teorisini cebirsel
denklemlerin ¢6ziminde emsalsiz bir goris saglayan kohomoloji (chomology) teorisini
olusturmakta kullandi. 1966 da Lawvere [61] kategori teorisini tim matematiksel distnceler
icin yeni bir temel olarak gordi. 1980°de Lambek [60] bilgisayar biliminde kullanilan karakter
(types) ve programlarin 6zel bir gesit kategori olusturdugunu gdésterdi. Kategori teorisi yeni bir
dil Ureterek farkli alanlarda calisanlar arasindaki iletisimi kolaylastirir; birbirinden bagimsiz
cesitli teorem ve yapilari ylizeye cikararak eski problemlere yeni bir anlam kazandirir.
Kategori teorisinin 6zellikle cografi bilgi sistemlerinde, astronomide uzay gdzlemlerinde,
molekiler biyolojide DNA ve RNA kodlari konusunda, bir metro hatti modelleme gibi ulasim
haritalari olusturmada uygulamalari oldugu gibi kategori; bilgisayar, fizik, malzeme, jeoloji,
klimatoloji vb. birgok bilim alaninda kullaniimaktadir. Kategoriyi gergek diinyaya aktaran bu

ve benzeri birgok 6nemli uygulamalar [83] de verilmistir.

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, dizgin uzayi, limit uzayi, bornolojik uzay ve
preorder uzaylarini da icine alarak Herrlich [48], Kent [57], Wyler [91], ve Schwartz [78]
tarafindan topolojik kategori kavramina genellestiriimistir. Topolojideki kompaktlik,
baglantilihk, kapallik, ayirma aksiyomlari vb. bazi 6nemli kavramlar degisik yollarla topolojik
kategoriye genisletilmistir. 1974’ te Manes [68] ve 1987°de Herrlich, Salicrup ve Strecker [50]
faktorizasyon yapisi kullanarak kompaktlik, ayirma aksiyomlari ve 6z fonksiyonlari kategoriye

genisletilmislerdir.



1990’da Dikranjan ve Giuli [36] ( sUzge¢ yekinsak uzaylarin cesitli tipleri icin), 1996 da
Clementino, Giuli ve Tholen [29], 1997 de Clementino ve Tholen [30] (abstract kategoriler
icin) bu kavramlar kapanis operatoérleri kullanarak, 1991, 1997, 2006'da Baran [8-14, 18]
baslangi¢ ve bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre objeleri kullanarak, bu kavramlari topolojik
kategoride tanimladilar. Dolayisiyla, bu kavramlari herhangi bir topolojik kategoriye

genisletmenin yaninda bunlari belli topolojik kategorilerde karakterize etmek de faydali olur.

Genel topolojideki ayrilma aksiyomlari Urysohn Metriklestirme Teoremi, Urysohn Lemmasi,
Tietze Genigleme Teoremi gibi pek ¢ok énemli teoremde karsimiza ¢gikmaktadir. Dolayisiyla,
bu kavramlari herhangi bir topolojik kategoriye genisletmenin yaninda bunlari belli topolojik
kategorilerde karakterize etmek de faydali olur. Genel olarak, bu ayriima aksiyomlari farkli
noktalari ve ayrik kapali cumleleri agik cumlelerle ayirmayi saglamaktadir. Bu kavramlari
herhangi bir topolojik kategoriye genellestirebilmek igin bunlarin her birini baslangig

kaldirmalari, bitis kaldirmalari, diskrelik ve indiskrelik ile agiklayabilmek gerekmektedir.

Topos teorisinin Urete¢ eleman metodu ([53] p. 39) kullanilarak p noktasinda, yani lokal
olarak c¢esitli ayrnima aksiyomlari Baran [8, 10] tarafindan topolojik kategorisine
genisletiimistir. Baran [8-9] topolojik kategorilerde “kapalilik” ve “kuvvetli kapalilik”
kavramlarini (kapanis operatorlerini kullanmadan, herhangi bir topolojik kategoride daima
mevcut olan baslangi¢ kaldirmalari, bitis kaldirmalari, diskrelik kullanarak) tanimlamis ve bu
kavramlarin bazi iyi bilinen topolojik kategorilerde Dikranjan ve Giuli anlaminda [35] kapanis
operatdrt olusturdugunu gdstermistir [17-18, 20-21]. Ayrica bu kavramlari kullanarak 1997
de kompaktlik [14], 1996 da Hausdorffluk [12] ve 2006 da badlantiliik [19] kavramlarini

topolojik kategoriye genellestirmistir.

Metrik uzaylar (ve blzilme (non expansive)) donldstUmlerin kategorisi Met de metrik
uzaylarin keyfi carpimlarinin, dual-carpimlarinin ve bdlum uzaylarin her zaman mevcut
olmamasi sorunu metrik yerine 1990'da J. Adamek ve J. Reiterman [2] tarafindan
tanimlanan genigletiimis pseudo-metric kullanilarak, yani pMet kategorisine gecilerek
cOzulebilecegini, fakat bu defa da pseudo-metrikten elde edilen topolojinin her zaman

Hausdorff olmamasi ama T, uzayidir.

Genisletilmis pseudo-metrik uzaylarinda sadece keyfi ¢garpimlar ve dual-¢arpimlar her zaman
mevcut olmasi degil ayni zamanda baslangi¢ ve bitis yapilari her zaman var olmasi énemini
gbz oOnune alirsak, metrikten genigletimis pseudo-metrik uzaylara gegisin temel
sebeplerinden birisi budur. Genisletilmis pseudo-quasi-yari metric uzaylar hem genisletilmis

pseudo-metrik uzaylari hem de yansimali uzaylari ihtiva eder.
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3. GEREG VE YONTEM

Bu proje calismasinda yéntem olarak asagida kisaca agiklamaya c¢alisacagimiz ve 24 yil
Once Baran [8-10] tarafindan baslangi¢ ve bitis kaldirmalari, diskre objeleri kullanarak,

topolojik kategorilerde tanimlanan teori uygulanacaktir.

Baran [17-18, 20-21] de bazi iyi bilinen topolojik kategorilerde kapalilik ve kuvvetli kapalilik
kavramlarini karakterize etmis ve bu kavramlarin Dikranjan ve Giuli anlaminda [35] kapanis
operatori olusturdugunu gostermistir. Bu projede pde T,, pde T, kapalilik ve kuvvetli
kapalihk kavramlarini 24 yil dnce Preuss ve Behling [24, 73] tarafindan tanimlanan ve
yukarida belirtildigi gibi ¢ok ©&nemli kategorilerle iligskisi olan SUConv kategorisinde
karakterize edilmig, bunlar ile klasik kapalilik kavrami arasinda iligkiler incelenmis, bu
kavramlarin Urettigi kapanis operatorlerin bazi 6zellikleri arastiriimistir. Ayrica, yari-dizgin
yakinsak uzaylarin kategorisine icine gomilenebilen (embedded ) yansimali (reflexive)
uzaylar ve bagintiy1 koruyan fonksiyonlardan olusan RRel topolojik kategorisinde kapalilik ve
kuvvetli kapalilik kavramlari, local ve genel T, ve T, uzaylar Kkarakterize edilmig ve bunlar
ile klasik kavramlari arasindaki iligkiler arastiriimistir. Son olarak, 17 yil dnce Lowen [65]
tarafindan tanimlanan ve SUConv kategorisine igine gémilenebilen genigletiimis pseudo-
(quasi)-semi metrik uzaylar ve blzilme dénidsimlerden olusan pqgsMet (psMet)

kategorilerinde lokal ve genel T, T, ve Hausdorff objeleri karakterize edilmistir.

3.1 Temel Tanimlar

Tanim 3.1.1. E ve B iki kategori olmak lUzere U: E — B fonktoru verilsin. U fanktoru belirli,
kiguk demetlere sahip ve U-kaynagdi bir baslangi¢ kaldirmaya sahipse U'ya topolojik fanktor
veya E’ ye B lizerinde topolojik kategori denir [1, 48, 72].

Tanim 3.1.2. B bostan farkh bir cimle, B x B Uzerindeki tim stizgegclerin ciimlesi F(Bx B))
ve 3 CF(BxB)olsun. Eger 3 asagidaki sartlari sadlarsa 3’ye B Uzerinde bir yari-diizgiin

yakinsak yapi ve (B, 3) ikilisine de yari-diizglin yakinsak uzay denir [24, 73-75].

(UC1) Her x e Bigin [X]x[x] € J dir, ([x] x noktasiniigceren B nin bitin alt
kimeleridir).

(UC2) ¢ € 3 ve a < foldugunda S 3 dir.

(UC3)EgeracJise a'eJ,a'={U":Ueca}, U" ={(x,y): (v, X)eU }

Eger (B, 3) bir yari-diizglin yakinsak uzay ise 3 nin elemanlarina diizgiin stizgegler denir.
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1. (B,3) ve (B',3J") vyari-dizgin yakinsak uzaylar olsun. Eder VaeJ igin
(f x f)(a)e I oluyorsa f :(B,3)— (B’,3’) fonksiyonuna dlizguin surekli fonksiyon

denir [24, 73-75].
2. Nesneleri vyari-dizgin vyakinsak uzaylar ve doénUsumleri duzgln surekli

fonksiyonlardan olusan kategoriye yari-dizgin yakinsak uzaylar kategorisi denir ve
SUconv ile gdsterilir [24, 73-75].

Tanim 3.1.3. B bir cimle ve q — F(B)x B olsun.

1. Eger asagidaki sartlar saglanirsa (B, q) ikilisine Kent yakinsak uzay denir [57, 73,75].
(C1) Her x e Bigin ([x],X) €q,
(C2) (a,x)eq ve o — f oldugunda (f3,X) €q,
(C3) Eger (a,x)eqise(aN[x], x) eq dir.

2. (B,q') ve (B',q') Kent yakinsak uzaylar olsun. Eger (f£,X)eq igin
(f(p), f(x))eq')oluyorsa f :(B,q) — (B’,q")fonksiyonuna siirekli fonksiyon denir.

3. Nesneleri Kent yakinsak uzaylar ve dénusumleri Kent yakinsak uzaylar arasindaki
surekli fonksiyonlardan olusan kategoriye Kent yakinsak uzaylar kategorisi denir ve
KConv ile gosterilir [73,75].

Uyan 3.1.4. Eger(B,3) bir vyari-dizgin yakinsak uzaysa bu takdirde,

05 = {(a,X) :[X]x a € 3}olmak lzere (B, ;) bir Kent yakinsak uzaydir [73,75].

Uyan 3.1.5.

(1) Her (B,q) Kent yakinsak uzayi i¢in B Uzerinde, q yu Ureten en ince 3, yari-dizgin
yakinsak yapisi vardir, yani Qs = {(B,x) e F(B)xB: (IX]Inp)x([X]npB)eT,} olmak
Uzere ds, =1 dir [74-75].

(2) [74] deki Teorem 3.2 ten simetrik Kent yakinsak uzaylardan olusan kategori ile yakinsak

yari-diizgiin yakinsak uzaylardan olusan SUconv nin alt kategorisine izomorftur.

Tanim 3.1.6. (B,q) Kent yakinsak uzayr ve M c Bolsun. K(M)={ xeB : en az bir
(a,x)eq vardir dyleki au[M] 6z suzgectir} [35, 37]. Eger KMM)= M ise M ye



(B,q) Kent yakinsak uzayinda kapalidir denir. (B,3J) yari-duzgin yakinsak uzay ve (B,Q5)
ona karsilik gelen Kent yakinsak uzay olsun. Eger M, (B,q,) Kent yakinsak uzayinda

kapal ise M ye (B,3) yari-dizglin yakinsak uzayinda kapalidir denir ve biz buna klasik

anlamda kapalilik diyecegiz [74-75].

Not 3.1.7.
(i) SUconv de {f;: (B,3)— (B,,3,), iel} kaynadin baglangi¢ kaldirmasi olmasi
icin gerek ve yeter kosul a € 3 < herieligin (f;xf,)(a)e I, dir [74-75].
(i) SUconv de { f;: (B,,3;,)— (B,3J), iel} epi-kavsagin bitis kaldirmasi olmasi igin
gerek ve yeter kosul eger o €3 ise (f,xf;)(B;,) = a olacak sekilde en az c biriel

ve Bi € 3; mevcut olmasidir [74-75].

(iii) B Uzerindeki diskre yari-diizgiin yakinsak yapi Jq¢ ={[x]x[x],[&], X € B}
seklinde tanimlanir [74-75].

(iv) B Gzerindeki indiskre yari-duzgun yakinsak yapt 3=F(BxB), Bx B Uzerindeki
tim stzgeglerin cimlesidir [74-75].

(v) SUconv kategorisi Set Uzerinde bir topolojik kategoridir [74-75].

Siralama teorisi (order theory) degisik tur ikili (binary) bagintilari inceleyen matematigin bir
dalidir. Siralama 6zellikle matematik ve bilgisayar bilimlerinde dahil olmak Uzere her yerde
vardir [37, 45, 79-81].

Domain teorisi matematik ve bilgisayar arasinda iliskiyi kuran ve domain olarak bilinen 6zel
kismi siralama (partially ordered) cumleleri ¢alisan ve hizla gelisen bir bilim dalidir. Sonug
olarak domain teorisi siralama teorisinin bir dali olarak dusunulebilir. Domain Gzerinde ilk
calisma Lambda kalkulis ve 6zellikle bilgisayar daki fonksiyonel programlama dili gibi dnemli

kavramlari hitap eden ¢alisma 1960 yilinda Dana Scott tarafindan yapildi [45, 79-81].

Tanim 3.1.8. B bir cimle ve R bagintisi B tUizerinde yansima (reflexive) 6zelligini sagliyorsa
(B,R) ikilisine yansimali uzay denir. Eger her a,b B igin aRb oldugunda f (a)R4 f (b) ise
f: (B,R)—(B1,R4) fonksiyonuna bagintiy1 koruyan fonksiyon denir [1, 37, 72].

Tanim 3.1.9. Objeleri yansimali uzaylar, morfizmleri bagintiyi koruyan fonksiyonlar ve
bileske de iki bagdintiyl koruyan fonksiyonun bileskesi olan sinif bir kategoridir. Buna tim

yansimali uzaylarin kategorisi denir ve RRel ile gosterilir.
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Not 3.1.10.

(i) RRel de {f:(B,R)—(B;,R), i €l} kaynagin baslangi¢ kaldirmasi olmasi igin gerek ve yeter
kosul her a,be B ve herielicin aRb < faR;fb dir[1,72].

(ii) RRel de f:(B,R)—( R+,R1) epimorfizmi bitis kaldirmasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
her a,be By, aR;:b dir < cRd ve f(c)=a, f(d)=b olacak sekilde B de en az c ve d elemanlari
mevcut olmasidir [72].

(iii) R yansima bagintisi B lizerinde diskre yapi olmasi icin gerek ve yeter kosul her a,be B
icin aRb < a=bdir [1,72].

(iv) B lUzerindeki indiskre yapi R = Bx B seklinde tanimlanir [1, 72].

RRel kategorisi Set lizerinde bir topolojik kategoridir [1, 37, 72].

Tanim 3.1.11. (B, R) yansimali uzay ve M c B olsun. TB (M) ={xeB : en az bir aeM
vardir dyleki aRx } kimesine M nin yukari-kapanisi (up-closure ) ve iB (M) ={xeB:enaz

bir ac M vardir éyle ki xRa} kimesine M nin asagi-kapanisi (down-closure) denir [37, p.
56].

Siralama (order) ve topoloji arasinda ¢ok derin bir iliski vardir. Bu iligkiyi veren asagidaki

Teorem [37] de ispat edilmistir.
Teorem 3.1.12 ([37, p. 58-59])

(1) 1t ve | kalitsal, gcarpimsal, yerlesik(grounded), toplamsal fakat idempotent olmayan

kapanis operatorleridir.

(2) (B,R) yansimali uzay olsun. Asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.

(N TB idempotent kapanis operatoridir.
(i) R gecgisme( transitive) 6zelligine sahiptir.
(iiiy (B,yg) topolojik uzaydir.

(iv) TB idempotent kapanis operatdriddr.

(v) (B,T,) topolojik uzaydir.

1906’da Frechet [42] analizdeki bir ¢ok problem igin oldukga faydali bir yapi olan (pseudo)
metrik uzaylari tanimladi. 1931’de Wilson [89] quasi metrik uzayini, metrik uzayindaki simetri
sartini kaldirarak, tanimladi ve 1963’te Kelly [56] bu uzaylan geligtirdi. Klasik metrik

uzaylardaki bilinen tamlik, kompaktlik, tam sinirllik, yakinsaklk gibi temel kavramlar quasi
11



metrik uzaylarinda degisik sekilde ifade edilmigtir. Quasi metrik uzaylari Quantum Mekanik
[3, 59, 85] Deneysel Psikoloji [33] ve Biyoloji [86] gibi bilimsel alanlarda &nemli bir rol

oynar.

Metrik uzaylarin keyfi garpimlarinin, dual-garpimlarinin ve bdlim uzaylarin her zaman
mevcut olmamasi sorunu metrik yerine 1990°da J. Adamek ve J. Reiterman [2] tarafindan
tanimlanan genisletiimis pseudo-metric kullanilarak ¢oézllebilecedini, fakat bu defa da
pseudo-metrikten elde edilen topolojinin her zaman Hausdorff olmamasi problemi ortaya
cikiyor. Genigletiimis pseudo-metrik uzaylarinda sadece keyfi ¢arpimlar ve dual-¢carpimlar
her zaman mevcut olmasi degil ayni zamanda baslangi¢ ve bitis yapilari her zaman var
olmasi 6nemini goz onune alirsak, metrikten genigletilmis pseudo-metrik uzaylara gecisin

temel sebeplerinden birisi budur.

Tanim 3.1.13. X bostan farkli bir kiime olmak tzere d: Xx X — [0, ] fonksiyonu her xe X
icin d(x,x) = 0 sartini sagliyorsa d fonksiyonuna genisletiimis pseudo-quasi-yari metrik veya
pgs-metrik ve (X,d) uzayina genigletiimis pseudo-quasi-yari metrik uzayi denir. Eger d ilave
olarak Uggen esitsizligini de saglarsa (X,d) uzayina genigletiimis pseudo-quasi metrik veya
pgs-metrik uzayi denir. Eger her xe X igin d(x,x) = 0 ve d simetri 6zelligini saglarsa (X,d)
uzayina genigletilmis pseudo-yari metrik veya ps-metrik uzayi denir. Eger d metrik
sartlarindan her x,yeX ve x =y icin d(x,y) = 0 sartini saglamiyorsa (X,d) uzayina

genigletilmis pseudo-metrik veya p-metrik uzayi denir.

Yukarida tanimlanan degisik metrik kavramlari ve bunlarin uygulamalari ile ilgili temel
referans olarak [26, 33, 34, 59, 62, 64, 71, 82, 86, 89] verilebilir.

Eger d simetri 6zelligi saglamazsa, yani, d quasi metrik ise d(x, y) degeri ile d(y, x) degeri
arasindaki farkhlik degerlendirilebilir. Daglik bir bolgede d(x, y) degeri x noktasindan y
noktasina gitmek i¢in harcanan c¢aba (efort) yi ifade ederse asagidan yukariya gitmek icin

harcanan ¢aba yukaridan asagiya gitmek i¢in harcanan ¢abadan daha fazladir.

Tanim 3.1.14. (X, d) ve (Y, e) genigletiimis pseudo-quasi-yari metrik uzaylar olsun. Eger her
x,ye Xicin e(f(x), f(y)) < d(x,y)ise f: (X, d) = (Y, e) ye buzilme (non-expansive) fonksiyonu

denir.

Tanim 3.1.15. Obijeleri genigletilmis pseudo-(quasi)-yari metrik uzaylar, morfizmleri buztulme
fonksiyonlar ve bilegkede iki buzilme fonksiyonun bileskesi olan sinif bir kategoridir. Buna
tim genisletilmis pseudo-(quasi)-yari metrik uzaylarin kategorisi denir ve pgsMet (psMet ) ile
gOsterilir [65, 71].
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Not 3.1.16.

(i) pasMet (psMet ) de {f:(X,d)—(X;d;), i €/} kaynagin baslangi¢ kaldirmasi olmasi igin
gerek ve yeter kosul her a,be Xigin d(a,b) = sup,., (d (fi(a), f(b))) dir [65, 71].

(ii) pasMet (psMet ) de { f;: (X,d;)— (X,d), iel } epi-kavsagin bitis kaldirmasi olmasi igin
gerek ve yeter kosul her a,be X igin d(a,b) =inf._, {d; (a;, b)) : fi(a,) = a ve fi(b; )=b olacak
sekilde en az a;, b; e X; mevcuttur } [71].

(iii) Her a,be X icin eger a =b ise d(a,b) =0 ve eder a =b ise d(a,b) = seklinde
tanimlanan genigletiimis pseudo-quasi-yari metrik X tizerinde diskre genisletilimis pseudo-

quasi-yari metriktir [65, 71].

(iv) Her a,be X cin d(a,b) = 0 seklinde tanimlanan genigletiimis pseudo-quasi-yari metrik X

Uzerinde indiskre genigsletilmis pseudo-quasi-yari metriktir [65, 71].
pgsMet (psMet ) kategorisi Set lizerinde bir topolojik kategoridir [65, 71].

(v) [71, Proposition 2.2] geregdi, RRel kategorisi pgsMet kategorisinin alt kategorisine
izomorftur. Dolayisiyla, genigletiimis pseudo-quasi-yari metrik uzaylar hem genisletiimis

pseudo-metrik uzaylari hem de yansimal (reflexive) uzaylari ihtiva eder.
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4. BULGULAR
4.1 Lokal Ayirma Aksiyomlari

Bu bdolimde, lokal T, ve T, yari-diizgln yakinsak uzaylar, genigletiimis pseudo-quasi-yari

metrik uzaylar, yansimali uzaylar ve yaklasim uzaylarin her biri karakterize edilmistir.

X bir cimle ve p e X olsun. X’ in iki ayri kopyasinin p noktasinda ¢akismasina X’ in kendisi

ile wedge carpimi denir ve X v, X seklinde gosterilir. X v, X te ki bir x noktasi X v, X in

birinci bilegeni ise x, ile ikinci bileseni ise x, ile gosterilir [8].
Tanim 4.1.1. X bir cimle vep e X, X v, X de Xin p de wedge garpimi olsun.

p de Temel Eksen DOonlsumu (Principle Axis Map at p), A : X v, X — X*;

(x,p), i=1ise

Ap(xi):{(p,x), i=2ise

p de Skewed Eksen Donusimu (Skewed Axis Map at p), S, : X v, X — X%,

(x,x), i=1ise

Se(%)= {(p,x), i=2ise

p de Katlama Donusumu (The Fold Map atp ), V,: X v, X — X;

Vp(xi):x , =12

olarak tanimlanir [8].

Eger X reel sayilar cimlesi ve p=0 olursa p de temel eksen donislimunun goéruntisu x ve y
eksenlerinin birlesimidir. p de skewed eksen dénidsimuinin gdrintisd ise y=x dogrusu ve y

ekseninin birlesiminden olusur.

Tanim 4.1.2. (X,7) bir topolojik uzay ve p € X olsun. Eger X deki her x # pigin x in p yi ihtiva

etmeyen en az bir acik komsulugu mevcut veya p nin x i ihtiva etmeyen en az bir agik

komsulugu mevcut ise (X,r) topolojik uzayina p de T, uzayi denir. E§er X deki her
X # picin x in p yi ihtiva etmeyen en az bir agik komsulugu mevcut ve p nin x i ihtiva etmeyen

en az bir agik komsulugu mevcut ise (X, z) topolojik uzayina p de T, uzayi denir [13].
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Teorem 4.1.3. (X,r) topolojik uzay ve p e X olsun.

1) (X,7) pdeT,olmasi igin gerek ve yeter kosul p de temel eksen donisimui ve p de

katlama dontsim tarafindan dretilen topoloji diskredir, yani A - X v, X — (X?,1%)

ile V,: X v, X—(X,P(X))fonksiyonlarin Urettigi baslangi¢ topoloji diskredir.

2) (X,z) p de T, olmasi igin gerek ve yeter kosul p de katlama donlisimu ile

id:Xv,X—(Xv,X,o)tarafindan uretilen topoloji diskredir, burada
(X v, X,w)uzayr  i,i,:(X,r)—> X v, Xkanonik donusumlerin  Urettigi  bitig

topolojidir.

3) (X,7) pdeT, olmasi igin gerek ve yeter kosul p de skewed eksen donuglimu ve p de

katlama déniisiimii tarafindan retilen topoloji diskredir, yani S, : X v, X — (X?,7?)

ile V,: X v, X—(X,P(X))fonksiyonlarin Urettigi baglangi¢ topoloji diskredir .
ispat. ispat [13] ‘ de verilmistir.

1991 de Baran [8] Teorem 3.1.3 U kullanarak herhangi bir topolojik kategoride p def), p de

T, ve p de T, tanimlari vermistir.

Tanim 4.1.4. U : E — Set bir topolojik fanktor, U(X )= B olmak lzere X, E nin bir objesi ve

p € B olsun.

1) X objesipde T,olmasi icin gerek ve vyeter kosul {A, :Bv,B>U(X*)=B ve
V,:Bv,B—UD(B)=B}U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir. BuradaD, U'nun

sol adjointi olan diskre fanktordur.

2) X objesipdeT, olmasi igin gerek ve yeter kosul {id ‘Bv,B->U(Xv,X)=Bv, B ve
V,:Bv,B—UD(B)=B}Ukaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir. Burada, X v, X ,E'de
wedge carpimidir, yani i, i, kanonik dontsimler olmak lzere {i,i,:U(X)=B—>Bv, 6B}

U kavsaginin bitis kaldirmasidir.

3) X objesipde T,olmasi icin gerek ve yeter kosul {S, :Bv,B->U(X*)=B ve

V,:Bv,B—UD(B)=B} U -kaynaginin baglangi¢ kaldirmasi diskredir .
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Teorem 4.1.5. (B, 3J)yari-dlizgiin yakinsak uzay ve p € Bolsun. (B,3) pde T, olmasi igin

gerek ve yeter kosul her x= pigin [X]x[p]g 3 ve ([X]x[xX])N(p]x[p)&SJ.

ispat. Kabul edelimki (B,J) pde T, olsun. Bazi Xx# p igin [X]x[p]le T igin a=[X]x[x,]
olarak alalim. 3, B lzerinde diskre yari-diizglin yakinsak yapi ve ﬂiIBz—)B,i=1,2
izdisim fonksiyonu olmak Uzere (7S, xmS, &) =[X]x[p]e T,
(7,8, xm,S Na)=[x]x[x]e3 ve (V,xV )a)=[x]x[x]eJ,dir. (B,3)pde T,

oldugundan buradan bir geliski elde edilir. O halde, her X # pigin [X]x[p]¢ 3dir.

Eger bazi x=p igin ([X]x[x)N([pIx[p)eT ise a=(xIx[xD([x]x[x]) olarak
alaim. (7,5, x7S,) @) = ([XIx[XDA([PIx[pD eI,  (m,S,xm,S,)@) =[X]x[x]e3,
(V,xV )@)=[x]x[x]eJ, olup bir celiski elde ediir. O halde, her X= pigin
(IXIxIXDN(pIx[pD 3.

Tersine olarak, her X= picin [X]x[p]le3I ve ([X]x[XDN(p]x[p]) eI oldugunu
varsayalim. (B,3)’'ninpde T, oldugunu gosterecegiz. I, B (zerinde diskre yari-diizgiin

~2

yakinsak yapi ve 3%, B?lizerinde garpim vyari-diizgiin yakinsak yapi olmak (zere
S,:Bv,B—>U((B*,3%)=B’ve V,:Bv,B—>U((B,3,)) = Btarafindan dogrulan
B v, Buzerindeki 3,, yapinin diskre yari-dlizgun yakinsak oldugunu gostermemiz gerekiyor.
a, 3,de herhangi bir stizge¢ olsun. (7,S,x7S )a)eJ,i=12 ve (V,xV )a)eJ,.

a=[X]1x[x],(i=12) veya a =[p]x[p] veya a =[] oldugunu gdsterecegiz.

Eger  (V,xV )a@)=[plx[p] ise (V,)'{p}={p,=(p,p)}(i=12)  oldugundan
a=[p]x[p](i=12) dir. Eger (V xV )a)=[T]ise a=[J]dir. Eger X# pve Xe Bigin
(V,xV )a)=[x]x[X] ise {X,X}x{X,X,}ea. Dolaysiyla, asonlu cimleleri igerir ve
sonu¢ olarak a=[M,] olacak sekilde en az bir M;ea vardir. Agik olarak,
M, S X, X, } x{X, X, } ve eder i= | ise ilk sart geregi (x;,X;) & M, oldugu gérulir ve ikinci
sart geredi M, =[{(X,X),(X,,X,)}] mimkin degildir. O halde, & =[x, ]x[X;],i =1,2 olmahdir

ve sonug olarak Tanim 4.1.4 ve Not 3.1.7 geregi, (B,J) pde T,dir.

16



Teorem 4.1.6. (X,d) genisletiimis pseudo-quasi-yari metrik uzay ve p X olsun. (X;d) nin p

de f,olmaa icin gerek ve yeter kosul her xe Xvex= p igcind(x,p) =« veyad(p, x)=o.

ispat (X,d) p de T,, her xe X, x=pve X,X, € Xv, X olsun. Eger x =X, ise
yapilacak bir gsey yoktur. Egerx, # X, ise (X,d) ,de 7; oldugundan 3.1. 13 ve Tanim 4.1.4
den o =sup { d(mA,(x), mA, (X)), dg (V (%), V (%)), i=12 }=sup {d(x, p), d(p,x), d(x,
x)=0 } ve dolayisiyla, d(x, p) = « veya d(p, x) = « dur, burada, =, : X? > X,i=1,2 izdisim

fonksiyonlari ve d,,, X dzerinde diskre genisletilmis pseudo-quasi-yari metriktir.

Her xe X vex=p igin d(x,p) = «» veya d(p, x) =« olsun. (X,d) p de 70 oldugunu
gosterelim. d , X v, X wedge carpim lUzerinde p de temel eksen donlsimi ve p de

katlama doénutsimda tarafindan Uretilen genigletiimis pseudo-quasi-yari metrik olsun. u ve v

X v, X wedge de herhangi iki nokta olsun. Eger u = v ise d (u,v) = 0 dir. Kabul edelim ki
u=v olsun. EgerV (u)=V (v)ise d4 (V,(U),V (v)) = « ve dolayisiyla, d(u,v) =sup {

d(mA, (), A, (V) ), dgs (V,(U), V (V))i=12} =co dur.

Kabul edelim ki V (u)= x =V (v) olsun. u#Vv oldugundan x#p , u=X ve V=X, veya
u=x, ve v=x dir. u=x ve v=xolsun. d(uv) =sup { d(mA, W), mA,V)),
dgis (V,(U), V,(v))i=12} =sup { d(x,p), d(p,x) } olur ve kabulden d(u,v)= « olur. Benzer
sekilde eger u=x, ve v=xX,ise d(u,v)= « olur. Dolayisiyla, 3.1. 13 ve Tanim 4.1.4 den

(X,d) p de T, dir.

Teorem 4.1.7. (X,d) genigletiimis pseudo-quasi-yari metrik uzay ve p X olsun. (X,d) nin

p de T, olmasi igin gerek ve yeter kogul her xe Xvex= p icind(x, p) =« =d(p, x) dir.

ispat (X,d) p de T,, her xe X, x=pve X,X, € X v, X olsun. Eger X =X, ise sonug
asgikardir. Egerx, = x, ise (X,d) p de T, oldugundan 3.1. 13 ve Tanim 4.1.4 den « =sup {
d(mS, (x1), mS, (x2) ) dais (V (%), V(%) ),i=1,2 } =sup {d(x, p), d(x, x)=0} = d(x, p) ve «

=sup { d(mS;(x;), mS;,(x))), dais (V (%), V(%) ),i=1,2 }=sup {d(p, x), d(x, x)=0}=d(p, x)
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ve dolayisiyla, d(x, p)= « ve d(p, x) = « olur, burada, ﬂi:X2—>X,i=1,2 izdisim

fonksiyonlari ve d,,, X Uzerinde diskre genisletiimis pseudo-quasi-yari metriktir.

Tersine, her xe X vex=p icin dx,p) = «» = d(p, x) olsun. (X,d) p de T, oldugunu
gosterelim. d , X v, X wedge carpim lUzerinde p de skewed eksen donusumi ve p de

katlama doénusimu tarafindan Uretilen genisletiimis pseudo-quasi-yari metrik olsun. u ve v

X v, X wedge de herhangi iki nokta olsun. Eger u = v ise d (u,v) = 0 dir. Kabul edelim ki
u=v olsun. EgerV (u)=V (v)ise dg (V,(U),V,(V)) = « ve dolayisiyla, d(u,v) =sup {

d(mS, W), mS,(v) ), dgis (V,(U), V,(V))i=12} =0 dur.

Kabul edelim ki V (u)= x=V (v) olsun. u#v oldugundan x#p , u=x ve v=X, veya

U=X, ve v=Xx dir. u=Xx ve V=X,olsun.

d(uv) =sup { d(S,(w), 1S, (). dg, (V, (W), V,(V))i=1.2} =sup { d(x, p) , d(x, X)=0} = d(x, p)
olur ve kabulden d(uyv)= « olur. Eger u=x, ve V=YXise d(u,v) =sup{
d(mS, (), 7S, (v) ), dgis (V,(U), V,(V))i=12} =sup{ d(p, x), d(x, x)=0 } = d(p, x )olur ve

kabulden a(u,v)= o olur. O halde, 3.1. 13 ve Tanim 4.1.4 den (X,d) p de T, dir.
Teorem 4.1.8. Tim genigletilmis pseudo-quasi-yari metrik uzaylar (X,d) p de T, dir.

ispat d, , X v, X wedge carpim lzerinde i,i,:(X,d)— X v X kanonik fonksiyonlari
tarafindan dretilen bitis genisletiimis pseudo-quasi-yari metrik ve d X v, X wedge
carpim Gzerinde id: X v X — (X v, X,d,)birim fonksiyonu ile V : X v X —(X,dy) p

de katlama fonksiyonu tarafindan elde edilen genisletilmis pseudo-quasi-yari metrik olsun. d

nin diskre oldugunu gosterelim. uve v, X v, X wedge de herhangi iki nokta olsun. Eger u
= vise d(u,v) = 0 dir. Kabul edelim ki u=v olsun. Eger u ve v noktalari X v, X wedge
carpiminin ayni bileseninde ise dg (V ,(u),V (V))= » ¢lnkd V (u)= V (v)ve dolayisiyla,
d(u,v) = sup{ dy, (V,(U),V,(V))= «, diid(u),id(v)) = d;(u,v)} = o« olur. Kabul edelim ki u ve
v noktalari X v, X wedge carpiminin farkli bileseninde ve V (u)=x=V (v)olsun. u=v

oldugundan X# p , U=X ve V=X, veya U=X, ve V=X dir. U=X ve V=X,olsun.

18



3.1. 13 den d,( u,v) =~ ve dolayisiyla d(u,v) = sup{ d, (V,(),V,(v)), dd),id(v)) =

d,(u,v)=w} = « olur. O halde, d diskredir, yani, 3.1. 13 ve Tanim 4.1.4 den (X,d) p de TO/
dir.

Tanim 4.1.9. X bir cimle, pe X ve R, X Uzerinde bir baginti olsun. Eger xe Xicin xRp ve
pRx oldugunda x =p ise R ye p de anti-simetrik baginti denir. EgJer xeX igin xRp veya
pRx oldugunda x =p ise R ye p de diskre baginti denir.

Teorem 4.1.10. (X,R) yansimali uzay ve pe Xolsun. (X,R) nin p de T, olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul R, p de diskredir.

Ispat. Kabul edelim ki (X,R) p de T, ve xeX igin xRp olsun. =S (x))R mS,(x,)= XRp,
7,5, (x;) Rm,S,(x,) = xRx, burada 7, : X? = X,i=1,2 izdligim fonksiyonlari ve V,(X)=x=
V,(x))olur. (X,R) pde T, oldugundan 3.1.10 ve Tanim 4.1.4 den X, = X, ve dolayisiyla, x

=p, yani, R p de diskredir. Benzer sekilde eger pRx ise R p de diskredir.

Tersine olarak, R, p de diskre ve uve v, X v X wedge de herhangi iki nokta olsun. Eger
u = v ise R yansima ozelligini sagladigindan =;S,(W)R mS,(v) , m,S,(WR =,S,(v) ve
V,(u)=V (v)dir. Kabul edelim ki uzv olsun. mS,(w)R mS,(v) , mS,(W)R m,S,(v) ve
V,(U)y=x=V (v), xeXolsun. u-voldugundan x#p , U=X ve V=X, veya u=x, ve
v=X dir. Eer u=x ve v=X, ise n;S,(u) R 1;S,(v) = xRp ve R, p de diskre oldugundan x
= p, yani, u =v dir . Eger u=x, ve v=xX ise mS,(w)R n;S,(v)= pRx ve R, p de diskre

oldugundan x = p, yani, u =v dir. O halde, 3.1.10 ve Tanim 4.1.4 den (X,R) p de T,dir.

4.2 Kapali ve Kuvvetli Kapali Objeler

Bu bdlimde, Baran [8,9] tarafindan topolojik kategoride tanimlanan kuvvetli kapalilik,
kapalilik kavramlari SUConv ve RRel kategorilerinde karakterize edilmis ve bu kavramlarla

klasik anlamda kapalilik kavrami arasinda iliskiler incelenmistir.

X bir cimle ve pe Xolsun. v, X sonsuz wedge carpimi X'in sayilabilir adetteki ayrik
kopyalarini  alinmasi  ve bunlarin p noktasinda  cakistiriimasi ile elde
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edilir. X* = Xx X x...olsun. A7 v, X — X* dondsimi  A’(x;)=(p,p,... X,p,...) Ve
Vo vy, X = X donuslmi V7 (x;)= xseklinde tamimlanir [8,9]. Burada her ieligin (x,)

p

sonsuz wedge’in i. inci bileseninde ve x, (p,p,..., p, X, p,...)ifadesinde /. inci yerdedir.

(x,r) topolojik uzay, pex ve F, X in bostan farkh bir alt cimlesi olsun. q, X\F Uzerinde

birm ve F yi =« noktasina donUstiren o6rten fonksiyon olmak (zere,

q:(X,r)> X/ F=(X\F)u{=} fonksiyonunun Urettigi final topoloji (X /F,z.) ile gbsterilir[8,9].

Teorem 4.2.1. (x,r) topolojik uzay olmak tzere,

(i) 7, X~ uzerindeki garpim topolojisi olmak lzere, {p} nin X de kapali olmasi i¢cin gerek ve
yeter sart A”:viX —»(X*7") ve Vi:iviX —(X,P(X)) fonksiyonlar tarafindan Uretilen baglangig

topolojisinin diskre olmasidir.

(i Fc X in kapall olmasi icin gerek ve yeter sart {1 In (X/F,z) da kapal olmasidir.

(iiiy Fc X in kuvvetli kapali olmasi igin gerek ve yeter sart (X /F,z) In = da T, olmasidir .
ispat. ispat [13] de verilmistir.

Yukaridaki Teorem kullanarak, topolojik kategoride kapali ve kuvvetli kapali tanimlari Baran

[8,9] tarafindan asagida verilmistir.

Tanim 4.2.2. U:E — Set bir topolojik fanktor, U(X )= B olmak lzere X, E nin bir objesi,

p € Bve F, B nin bostan farkli bir alt cimlesi olsun. q, B\ F lizerinde birim ve F yi* noktasina
donlstiren  orten  fonksiyon olmak iizere,q:U(X)=B—B\F=(B\F)u{*}epi
U —kaynaginin bitis kaldirmasi1 X / F ile gbsterilir. Buna durumda;
1) {p} nin X de kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul
{A, v, B>U(X")=B" veV, :v,;B—UD(B)=B} U-kaynaginin baglangi¢
kaldirmasinin diskre olmasidir.

2) Fc Xin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart {+*} nin X /F de kapall veya

F =Y olmasidir.

3) F < Xin kuvvetli kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart X/ F nin +'da T ,veya

F =Y olmasidir.
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4) B=F ise bu durumda F hem kapali hem de kuvvetli kapahdir .

Not 4.2.3.

(i) Top topolojik uzaylarin kategorisindeki kapalilik kavrami, topolojik uzaylardaki kapalilik
kavrami ile aynidir ve F nin kuvvetli kapali olmasi icin gerek ve yeter sart F nin kapali ve her
bir x¢F igin F nin x i ihtiva etmeyen en az bir komsulugunun mevcut olmasidir. Eger

topolojik uzay T, ise kapali ve kuvvetli kapali kavramlari gakigir [9].

(if) Genelde, herhangi bir topolojik kategori icin kapaliik ve kuvvetli kapalilik kavramlari

birbirinden badimsiz kavramlardir. Hatta topolojik kategorinin nesnesi T, olsa bile bu

kavramlar birbirinden bagimsizdir [9].

(iii) Baran [17,18, 20-21] de kapalilik ve kuvvetli kapalillik kavramlarin bazi iyi bilinen
topolojik kategorilerde karakterize etmis ve bu kavramlarin Dikranjan ve Giuli anlaminda [35]

kapanis operatori olusturdugunu gostermistir.

Teorem 4.2.4. (B, 3J)yari-duzgin yakinsak uzay ve p e Bolsun. {p} B-de kapalidir ancak
ve ancak her x# pigin x € B, asagidaki sartlari saglar.

1. [X]Ix[ple 3,

2. (IXIx[xD([pIx[pD e,

3. (IXIxIXD ([ pIx[PD A PIX[XD A ([X]x[P]) & 3.

ispat. Kabul edelim ki {p} B-de kapali olsun. Eder bazi X= p icin[x]x[p]e Jise
a =[X,]x[X,]olarak alalim. Buradan da (m Ay xm A )a@) =[X]x[p]eS,
(m, Ay <, A M) =[p]x[X] €T, 1>3 igin (m A, xm A (@) =[p]x[p]e S, ve
(Vo xVO)@) =[x]x[x]€ 3, olup {p} B-de kapali olmasi ile gelisir. O halde, her X # pigin
[X]x[p]e 3dir.

Eger bazix#p ign (XIXIXDN(PIx[PheT ise a=(xIx[xDN(Ix]x[x]) olarak
alalim. (A7 x A7 )(@) = ([XIX[XD A ([pIx[P] € 5,

(A <A @) = ([PIX[PD N (XXX € T, 123 igin (A7 x A7 (@) =[pIx[pl€ T, ve
(V2 x V%)) =[x]x[x]€ T, olup {p} B -de kapali olmast ile gelisir. O halde, her X # pigin

(IXIx[xD A ([p]=[p]) & I dir.
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Eger bazi X=#p icin  ([X]x[ XD pIx[pDNAPIX[XDN([X]x[p)h eI ise
=[{Xs Xy X {X, Xy 5 ] olarak alalim. Buradan da Viel icin
(m Ay xm A ) (@) = ([XIX[XD ([ RPIX[PD N ([ RIX[XD N (IX]X[P]) € 3, ve

(V5 xVO)@) =[x]x[x] € 3, olup {p} B-de kapali olmasi ile geligir.

Tersine olarak, her x=p icin xeB, [X]x[p]lg3, ([XIx[XDN(p]lx[p)eI ve
(XIxIXD A pIx[PpD N[ PIX[XD N ([X]x[p]) ¢ I oldugunu kabul edelim. (B,3)’nin pde
kapali oldugunu gdsterecegiz. 3, B lzerinde yari-dlizgiin yakinsak diskre yapi ve 3%,
carpim  vyari-diizgiin  yakinsak yapi olmak dzere A’:v B—>U((B*,3%))=B"ve
Vi :v;B—>U((B,3,;)) =B tarafindan dogrulan v B Uzerindeki tanimli 3 yapinin diskre
yari-diizgln yakinsak oldugunu géstermemiz gerekiyor. «, 3, de herhangi bir stizgeg¢ olsun.
Her iel igin (mAxmA)a)e3, ve (Vo xV ) a)eJ, dir. a=[x]x[x],(iel)veya
a=[(p,p,..)Ix[(p,P,...)] veya a=[J] oldugunu gosterecegiz.
Eger  (VpxVy)@)=[pIx[p}, ise  (V;)'{p}={p,=(p,p,..)}  oldugundan

a=[(p,p,..)]x[(p,p,...)] olur.

Eger (V,xV )a)=[Y], ise a=[J] olur.

Eger X=p ve bazi xeB igin (V] xV])a)=[X]x[x], ise a ya
_{x,, o } {x,, i) o ,xin} seklindeki sonlu cumleyi icerir ya da

W ={X,X,,...} x{X,, X,,...} seklindeki sonsuz climleyi igerir.

Eger W _{x,, i) } {xI s X 5 in}eoz ise asonlu climleyi igerir ve sonug olarak
a =[M,]olacak sekilde en az bir M, ea vardir. Acik olarak,
My X0 X s X 33X X 0 X 1 Ve eder i 20,k =1,2,..,n ve k=1 ise, ilk sart geregi

(X, X;) € M, oldugu gérilir ve ikinci sart geredi M, =[(X; , X; ), (X; )5+ (X 5 % )] mUmkiin

1, ? I2

degildir. O halde, a =[M]=[X]x[X],(i € I)olur.

Eder W ={X,X,,...} x{X,X,,...} €, Dolayisiyla, o sonsuz cumleyi igerir ve sonug¢ olarak
a =[M,]olacak sekilde en az bir M, e vardirve M, cW = {X,,X,,...} x{X;, X,,...} dir.
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Eger M, =W ={X,X,,...} X{X, X,,...} ise, Viel icin
(m Ay x m A )() = ([XIXIXD N ([ RIX[PD N ([ PIX[XD N ([X]x[p]) € 3. Dolayisiyla, Uglinci
sarti geredi M, =W ={X,X,,...} x{X,X,,...} olmasi mimkin degildir. Eger k,m>1ve
m<Kigin = {Xs Xeor> Koo oo X AXips Xopars Xipanoeee } ise, o zaman
(ﬁiA}fXﬂiAff)(a)=([X]X[X])ﬁ([p]><[p])ﬁ([p]X[X])ﬂ([X]X[p])65- Dolayisiyla, Gglncd
sartt geredi M, = {X, X 1> Xeiaseo S X X5 Xpars Xmans--y  OIMast  mimkin  degildir. Eger

={(%. X)), jeliz ]} ise Vieligin  (mA) xm A ) @)= (X]x[p)) eI veya
([p]x[x]) € 3. O halde, ilk sarti geredi M, = {(x;,X;),i, j € i # j} olmasi mimkiin degildir.
Eger ={(X%,%),iel}ise Vieligin (m;Alxm A )a)=(X]x[xXDN(p]x[p)eI. O
halde ikinci sartt geregi M, ={(x,X),iel}olmasi mimkin degildir. Eger

={06%),1e FU{(X.X.)}  veya = {06 X):1 € T U{(X, %), (X35 %)} veya

={(X, %), 1 € L OU{(X 5 X 1) Kears X )s Xz Xeop0)t is€ ikinci sarti geregi M, in bu

durumlari s6z konusu olamaz.

Dolayisiyla, eder a € 3, ise a=[x]x[X],(iel), a=[(p,p,..)]x[(p,p,...)] veya a =[]
olur. Yani 3.1.7 geregi A’:v B—>U((B*,3%)=B"ve V] :v/B—>U((B,3J,))=8B
tarafindan dogrulan v‘; B Gzerindeki 3, yap! diskre yari-dlizgiin yakinsak yapidir. O halde,

Tanim 4.1.4 geregi {p} B de kapalidir.

Yardimci Teorem 4.2.5. (B,3J)yar-dizgin yakinsak uzay, J#M cB,feJ3ve
q:U(X)=B—>B/M =(B\M)u{*}, q,B\M lzerinde birim ve M yi * noktasina gétiren
fonksiyon her a,b e M igcin ag M ve be M olsun.
i. pc[blx[a]lveya pFuU([M]x[a])0z-sizge¢ olmasi igcin gerek ve yeter kosul
(axaq)(p) c[*Ix[a]
i. pAn(MIx[M)Dc((alx[a)n(M]x[M]ve pU([M]x[M]) 6z-sizge¢ olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul (qxQ)(S) < ([a]x[a]) N ([*]x[*]) -
i.  (Qxq)(B) c(alx[aD) N ([*Ix[*D(alx[*]) ([*]x[a]) 6z-suzge¢ olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul asagidaki sartlar saglanir.

a) pc[b]x[a]veya B U ([M ]x[a]) 6z-slizgegtir.
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(b) g c[a]x[b]veya B U ([a]x[M ]) 6z-slizgegtir.

(€) Bn(M]x[M] c ([alx[aDN (M ]x[M])ve S U(M]x[M]) 6z-suzgectir.

ispat. (i) Kabul edelim ki (B,3J)yari-diizgiin yakinsak uzay, @ =M c B, Va,beBigin
agMve beMolmak Uzerec[b]x[a] veya pBuU([M]x[a])oz-slizge¢ olsun.

(axq)(B) c[*]x[a] oldugunu gostermemiz gerekir.

Eger pc[b]x[a]ise (qxa)(B) < (qxa)([b]lx[a])=[*]x[a] dir. FuU([M]x[a]) 6z-slizge¢
ve W e(gxq)(p)olsun. W o(gqxq)(U)olacak sekilde en az bir U e fvardr.
LU ([M]x[a]) 6z-slizge¢ oldugundan U (M x{a})=Jdir. O halde, bazi beM igin
(b,a)eUve (gxqg)(b,a)=(*a)e(qxq)U)cW ve sonug olarak W e[*]x[a]ve
(axq)(B) <[*]x[a] olur.

Tersine olarak, Kabul edelim ki fe3,a¢ M ve (qxq)(f)c[*]x[a] olsun. Eger bazi
beMigin pBz[b]x[a]lve BuU([M]x[a])6z olmayan slizge¢ ise en az bir U e Sigin
Un(Mx{a})=0. Buradan Vce M igin (c,a)eU ve
(@xq)((c,a) =(*a)(qxq)U)e(qxq)(f) ve dolayisiyla, (qxq)B)xz[*]x[a] olup bir
celiski elde edilir. O halde, Va,beBigin a¢M ve be M olmak lizere f c[b]x[a] veya
LU ([M ]x[a]) 6z-slizgegtir.

(il) Kabul edelim ki g ([M]x[M]) c ([a]x[a) N (M ]x[M])ve fU([M]x[M])o6z-stizgeg
olsun. (qxq)(B) < ([a]x[a]) N ([*]x[*]) oldugunu gbstermemiz gerekir. ik olarak
(axq)(f) < ([*]x[*]) oldugunu gosterecegiz. Eger (@xaq)(p) « ([*Ix[*Dise
(*,*)¢W olacak sekilde en az bir W e(gxq)(f)vardir. W e(gqxq)(f)oldugundan
(gxq)(V)cW olacak sekilde en az bir V e gvardir. FU([M]x[M])06z-sizge¢ olup
VA(MxM)=3 ve sonug olarak (gxq)(V (M xM))=(**)e(qxq)(V)cW.Buradan da
(*,*)eW olup bir celigki elde edilir. Dolayisiyla, (gqxq)(f#)c ([*]x[*]) olmahdir.
@xD(BNIMIX[M]) = (@xDB) N (@xDIMIX[M ) = @x D(B) N [¥Ix[*) = (% a)(B)
ve sonug olarak;

(@xaq)(B) =(@xDBN([M]Ix[M]) < (gxa)((alx[a) N ([M]x[M]) = ([a]x[a]) " ([*]x[*]).

Tersine olarak, Kabul edelim ki (qxq)(f) < ([a]lx[a]) N ([*]x[*]) olsun. S U([M ]x[M]) 6z-
stizge¢ oldugunu gdsterecegiz. Eger LU(M]x[M])6z olmayan suzge¢ ise,
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W N (M xM)=Oolacak sekilde en az bir W € gvardir. (qxq)W) e (qxq)(f)c[*]x[*]ve
sonu¢ olarak (*,*)e(qxq)(W)olur. O halde (gxq)((x,Yy))=(**)olacak sekilde
(X,y)eW vardir. Buradan da (X,y)eW n(M xM)olup bir celiski elde edilir. O halde
LU([M]x[M])6z-stzgectir. Simdi, SN ([M]x[M]) c ([a]x[a]) " ([M ]x[M ])oldugunu
gosterecegiz. Eger UefU(M]x[M])ise MxM cU e fve
(@xq)U) e (@xq)(p) < ([alx[al) n([*]x[*]) = (axq)([a]x[a]) " ([M ]x[M])) . Buradan da
@gxq)(V)c(qxq)U)olacak sekilde en az bir V e([a]x[a])N([M]x[M])vardir.
V e ([a]lx[a) N ([M]x[M]) oldugundan VAMxM)=d ve
VeV uMxM)=@xaq) (gxaV)c@xa) (axqU)=UuMxM)=Uve sonug
olarak U e ([a]x[a]))N([M]x[M]). O halde, BN (M]x[M]) < (a]x[a]) " ([M]x[M])

elde edilir.
(iii) in ispati (i) ve (ii) siktan agiktir.

Teorem 4.2.6. (B, 3) yari-duzgin yakinsak uzay, & # M < B nin kapali olmasi igin gerek ve

yeter kosul Va,beBigin ag M ve be M, ve e 3 olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.
i. pBalalx[b]ve pu([a]x[M]) 6z olmayan slizgegtir.

i. A (MIx[M])z(alx[aDN(M]x[M]) veya SU(M]x[M])6z olmayan
stizgectir.

i. pBala]lx[b]lve pu(a]x[M])6z olmayan slzgectir, veya g [a]x[b] ve
pu([a]x[M])éz slzgectir, veya SN ([M]x[M]) z ([a]x[a])N([M]x[M])veya
LU ([M]x[M]) 6z olmayan siizgegtir.

ispat: M nin kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul Tanim 4.1.4 geregi , {*},B/M de
kapall olmasidir. Teorem 4.24 geregi, B/Mde Va=#*igin [a]x[*]¢J,
([alx[aDN(*Ix[*D e 3, ve ([@lx[aDN([*Ix[*D(@lx[*D N ([*]x[a])¢J', burada
3 q:U(X)=B—>B/M =(B\M)u {*} tarafindan B/M Uzerinde dogrulan bolim vyari-
diizglin yapisidir ancak ve ancak J' (in tanimi ve Not 3.1.7 geregi, V3 J3ve ag M igin
(@xaq)(B) « ([alx[*D, (axaq)(p) « ([a]x[a]) ~([a]x[*]), ve
@x9)(P) z ([a]lx[aD N ([*]1x[*D ~(alx[*]) N ([*]x[a]) ancak ve ancak, Yardimci Teorem
4.2.5 geregi, Va,beBicin agMve beM, ve B3 olmak lzere (i), (i) ve (iii) sartlari

saglanir.
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Teorem 4.2.7. (B, 3) yari-diizglin yakinsak uzay, & # M < B nin kuvvetli kapali olmasi igin
gerek ve yeter kosul Va,beBigin agMve beM, ve Be3J olmak lzere asadidaki
sartlar saglanir.

i. palalx[b]ve pu([a]x[M]) 6z olmayan slzgegtir.

i. AN(M]x[M]Dz(alx[a)n(M]x[M]) veya pLU(M]x[M])6z olmayan

stizgectir.

ispat. M nin kuvvetli kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul Tanim 4.1.4 geregi, B/M *

da T, olmasidir. Teorem 424 geregi, B/M de va#*igin
[a]x[*]e T, ([a]x[a]) N ([*]x[*]) & J' dir ancak ve ancak J' Gn tanimi ve Not 3.1.7 geregi,

VBe3Ive agMicin (qxq)(B)x ([a]lx[*]).ve (qxa)(B)z ([a]x[a]) " ([*]x[*])dir ancak
ve ancak, Yardimci Teorem 4.2.5 geregi, Va,beBigin agMve beM, ve BT olmak

Uzere (i) ve (ii) sartlar1 saglanir.

Teorem 4.2.8. (B, J3) yari-duzgun yakinsak uzay ve p € B. Asagdidaki denktir.
i. (B,3) pde Tdr.
ii. {p} kuvvetli kapaldir.

ii. Her X picin [X]x[p]le 3 ve ([X]x[X]) ([ p]x[p]) ¢ dir.
ispat. Teorem 4.1.5, Teorem 4.2.7 ve Tanim 4.1.4 ten elde edilir.

Teorem 4.2.9. (B, 3) yari-diizglin yakinsak uzay, & # M < B nin kuvvetli kapali olmasi igin

gerek ve yeter kosul M klasik anlamda kapalidir.

ispat. Kabul edelim ki M kuvvetli kapali olsun. M in klasik anlamda kapali oldugunu

gosterecegiz. Kabul edelim ki a ¢ M olacak sekilde VaeBve V(a,a)eqolsun. Buradan
(axa)e I, =3I, ve Ozel olarak Teorem 4.2.7 geregi, (axa)u([a]x[M])6z olmayan

suzgegtir, ve sonug¢ olarak o' U[M]6z olmayan suzgectir. O halde, M klasik anlamda

kapalidir.

Kabul edelim ki M klasik anlamda kapali olsun. M nin kuvvetli kapali oldugunu
gosterecegiz. a¢ M,b e M olacak sekilde Va,be Bve £ €3 olsun. Teorem 4.2.7 nin (i) ve
(i) sartlarin saglandigini gostermemiz gerekir. €3 ise f > (axa)olacak sekilde
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(a,a)eqvardir. p¢[a]x[b]oldugunu gosterelim. Eger fc[a]x[b]ise, «c[a]ve
B o (axa)oldugundan o c[b] olur. Buradan da be M ve [M]c[b]geredi «U[M]o6z-
slizge¢ olup M In klasik anlamda kapali olmasi ile gelisir. O halde, £ & [a]x[b]dir. Simdi,
pu([a]x[M])6z olmayan slzge¢ oldugunu gosterece@iz. Bunun 06z-slizge¢ oldugunu
varsayallm. f o (axa) oldugundan (axa)u([a]x[M])6z-suizge¢ oldugun acik olarak
gOrulir ve sonug olarak o U[M ]06z-stizgeg olup bir geligki elde edilir. Teorem 4.2.7 (ii) siki

da kolay bir sekilde gosterilir. O halde, M kuvvetli kapalidir.

Not 4.2.10.(B, 3) yari-dlizgiin yakinsak uzay, & # M c Bolsun. Teorem 4.2.6, Teorem

4.2.7 ve Teorem 4.2.9 geregi, eger M kapali ise 0 zaman M hem kuvvetli kapali hem de

klasik anlamda kapalidir.
Yardimci Teorem 4.2.11. f :(A,J3') - (B, 3) SUConv de bir morfizm olsun.

a. Eger D c B kuvvetli kapaliise f~'(D)de kuvvetli kapalidir.

b. (B,3J)yari-dizgiin yakinsak uzay olsun. Eger N c Bkuvvetli kapali ve

M < N kuvvetli kapali ise, M c B de kuvvetli kapalidir.

ispat. (a) D c Bkuvvetli kapali ve a¢ f'(D),be f'(D)olacak sekilde Va,be Aigin ve

S € I olsun.

f(a)g D, f(b) e Dolacak sekilde f(a),f(b)eBve (fxf)(f)eI. D kuvvetli kapal

oldugundan Teorem 4.2.7 geregi
. (fxf)pz[f(@)]x[f)] ve (fxTf)pu([f(a)]x[D]) 6z olmayan slizgectir.

i.  (fxf)Bn(DIx[D]) = ([f@Ix[f(@])N(DIx[D]) veya
(f x ) U ([D]x[D]) 6z olmayan siizgegtir.

Eger (fxf)pz[f(a)]x[f(b)] ise acik olarak g [a]x[b]. Biz pu(a]x[f'(D)]) 6z

olmayan slizge¢ oldugunu gosterecegiz. Bunun 6z slizge¢ oldugunu kabul edelim.

Lemma 2.1 geregi;
(fx H)BUf@IX[DD) < (fx DU F@Ix[ff (D)) (fxHHpu(alx[f (D), ve
sonu¢ olarak (fxf)gu([f(a)]x[D]) 0z sluzge¢ olmasi ile c¢elisir O halde

pu(alx[f(D)]) 6z olmayan siizgegtir.
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Eger (f x 1) ([DIx[DD) & ([f(@)]x[f (@D ([D]x[D]) ise
AT (D)D) e (alx[aD ([ f (D)Ix[F (D). Auf(D)x[f (D)) éz

olmayan slzge¢ oldugunu gdsterecegiz. Bunun 06z sizge¢ oldugunu kabul edelim.

(f x £)(B)V([DIx[D]) < (f x F)B) L[ (D[ ff (D)) = (f = F)(B)V(f(D)I=[f(D)])
ve sonu¢ olarak (fxf)puU([D]x[D]) 06z suzge¢ olmasi ile c¢eligir O

halde S U([f '(D)]x[f '(D)]) 6z olmayan siizgegtir.

(b) NcB ve M c N kuvvetli kapali, a¢ M,beM olacak sekilde Va,beBicin ve fe3J

olsun. Teorem 4.2.7 geregi,
i. pala]lx[b]lve pu((a]x[M]) 6z olmayan siizgegtir.
i. pAn(MIx[M)D ez (alx[a)n(M]x[M]) veya pLU(M]x[M])6z olmayan
stizgectir.
Kabul edelim ki a¢ N . N < B kuvvetli kapal oldugundan, Teorem 4.2.7 geredi,
.  p«z[a]x[b]ve pu([a]x[N]) 6z olmayan slzgegctir

. BN([N]x[N] z ([a]x[a)([N]x[N]) veya S U([N]x[N]) 6z olmayan slzgectir.

Sonug olarak, (i) g «[a]x[b]ve pgu([a]x[M]) 6z olmayan siizge¢ oldugunu elde ederiz.
M < N oldugundan (i) SN (IM]x[M]) & ([a]x[a]) " ([M]x[M]) veya SU([M]x[M]) 6z
olmayan slzgegctir. Kabul edelim ki aeN. i:(N,3")— (B,3J)igine fonksiyon baslangic
kaldirma ve S € Joldugundan, Not 3.1.7 geregi,

(ix) (B eI ((ixi)'(B)=LU[N]x[N]ve Bc(ixi)(ixi)"(B)). M < N oldugundan ve
a,beN,agM,beM Teorem 4.2.7 geregi (i) (ixi)"(B)z[a]x[b]( ve sonug olarak
L z[a]x[b]ve (ixi)"(B)u(a]x[M]) = Bu([a]x[M])) 6z olmayan siizgegtir.

(i) (<)) (BN ([IMIx[M]) = BN (IM]x[M]) z ([a]x[a]) N ([M]x[M]) veya
(ix)'(B)U([M]x[M])=BU(IM]x[M]) 6z olmayan siizgestir. O halde, Teorem 4.2.7

geregi, M — N oldugundan M c B kuvvetli kapalidir.
Yardimci Teorem 4.2.12. f :(A,3') —> (B,3) SUConv de bir morfizm olsun.

a. Eger D c Bkapaliise f~'(D)de kapalidir.
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b. (B,3J)yari-diizgin yakinsak uzay olsun. Eer N — B kapali ve M < N kapal

ise, M c B de kapali olsun.

ispat. Teorem 4.2.7 yerine Teorem 4.2.6 kullanirsa ispati Yardimci Teorem 4.2.11 e

benzerdir.

Teorem 4.2.13. (X,R) yansimali uzay ve peXolsun. {p} nin X de kapali olmasi igin gerek
ve yeter kosul R nin p de anti-simetrik olmasidir.

Ispat. Kabul edelimki {p} nin X de kapali ve xeX icin xRp ve pRx olsun. 7z A’(X)
RmA (%) =xRp, mA (%) RmA (X)) =pRx bitin >3 icin 7, A(X) RmA(X,)
=pRp ve V (X)=x= V (X,) olup {p} X de kapali oldugundan 3.1. 10 ve Tanim 4.2.2 den

X, =X, ve dolayisiyla, x =p, yani, R, p de anti-simetriktir.

Tersine olarak, R, p de anti-simetrik ve u ve v, v‘;‘j X sonsuz wedge ¢arpiminda herhangi iki
nokta olsun. Kabul edelim ki her iel igin 7,AJ(U) Rz AJ (V) ve V (U)=V (V) olsun. Eger
Vi(u)=x= V[ (V) , xeX ise en az knelvardir Oyleki u=x, ve v=x, dir. 7, AJ(X)
Rz A (%) =xRp,  7,A’(X) Rz A’(X) =pRx ve bitin i=k,n icin 7z A(X)
Rm A (X,) =pRp ve R, p de anti-simetrik oldugundan x = p, yani, u =v dir. E§er V' (u)=p=

V7 (V) ise u=p = vdir. O halde, 3.1. 10 ve Tanim 4.2.2 den {p} nin X de kapalidir.

Teorem 4.2.14. (X,R) yansimali uzay ve M, X nin bostan farkli alt kiimesi olsun.

(1) M nin kuvvetli kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul her xe X igcin xRa veya aRx

olacak sekilde en az bir ac M varsa xe M olmalidir.

(2) M nin kapall olmasi igin gerek ve yeter kosul her xe X i¢in xRa ve aRx olacak

sekilde en az bir a,b e M varsa xeM olmalidir.

ispat. (1) Kabul edelim ki M kuvvetli kapali ve her xe X icin xRa veya aRx olacak sekilde en
az bir acM olsun. q :(B,R) —(B/IM,R,) bdlum fonksiyonu, g(x) R,(q(a) =*) veya (q(a)= *)
R,q(x), ve M kuvvetli kapal oldugundan Teorem 4.1.11 den (B/M, R,) * da diskredir ve
dolayisiyla, g(x)= * , yani, xe M dir.
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Kabul edelim ki her xe X icin xRa veya aRx olacak sekilde en az bir aeM varsa xeM
olsun. M nin kuvvetli kapal oldugunu gdsterelim, yani, Tanim 4.2.2 den (B/M, R,) nin *’da
T, oldugunu gésterelim. ye B/M i¢in y R, * veya * R,y olsun. q &rten oldugundan
q(x)=y ve g(a)= *olacak sekilde en az bir xeX ve aeM mevcuttur. q :(B,R) —-(BIM, R,)
bolim fonksiyonu oldugundan 3.1.10 dan xRa veya aRx dir. Kabulden xe M ve dolayisiyla,

y =q(x)= * olur. O halde, Teorem 4.2.8 den (B/IM, R,) = da T, dir.

(2) Kabul edelim ki M kapali ve her xe X icin xRa veya aRx olacak sekilde en az bir bir a, b
eM olsun. q :(B,R) —(B/M,R,) bdlim fonksiyonu, q(x) R,(q(a) =+) ve (q(b)= *) R,q(x), ve
M kapali oldugundan Teorem 4.2.8 den R, = da anti-simetriktir ve dolayisiyla, q(x)= = , yani,

xeM dir.

Kabul edelim ki her xe X igin xRa veya aRx olacak gekilde en az bir acM varsa xeM
olsun. M nin kapali oldugunu gosterelim, yani, Tanim 4.2.2 den {*} in B/M de kapali
oldugunu gosterelim. ye B/IM iciny R, * ve = R,y olsun. q oOrten oldugundan q(x)=y ve
qg(a)= * = q(b) olacak sekilde en az bir xeX ve a,beM mevcuttur. q :(B,R) —(B/M, R,)

bolim fonksiyonu oldugundan 3.1.10 dan xRa ve aRx dir. Kabulden xe M ve dolayisiyla, y
=q(x)= = olur. O halde, Teorem 4.2.8 den {*} B/M de kapalidir.

Teorem 4.2.15. f:(A,S)—(B,R) RRel de bir morfizm olsun.
(1) Eger D < B (kuvvetli) kapaliise f (D) de (kuvvetli) kapalidir.

(2) (B,R) yansimali uzay olsun. Eger N c Bve M < N (kuvvetli) kapali ise M B
(kuvvetli) kapalidir.

ispat. (1) Kabul edelim ki D — B kapali ve her xc A icin xSa ve bSx olacak sekilde en az bir
a,be f'(D) olsun. Teorem 4.2.9 den xe f ' (D)oldugunu gdsterelim. f(x)e B, f(a), f(b)e D ,
f(x)Rf(a) ve f(b)Rf(x) dir. D — B kapali oldugundan Teorem 4.2.9 den f(x)e D ve dolayisiyla,

xe f'(D)dir. Kuvvetli kapalilik durumu benzer sekilde yapilir.

(2) Kabul edelim ki N cBve M c N kuvvetli kapall, her xe B igin xRa veya aRx olacak
sekilde en az bir az bir a<M mevcut olsun. Teorem 4.2.9 den xe M oldugunu gosterelim.
N c B kuvvetli kapali ve M < N oldugundan Teorem 4.2.9 den xe N olur. M < N kuvvetli

kapali oldugundan xe M.

Kapalilik durumu benzer sekilde yapilir.
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4.3 Kapanis Operatorleri

Bu bdlimde, SUConv ve RRel kategorilerinde kuvvetli kapalilik ve kapalilik kavramlarin

Dikranjan ve Giuli [35] anlaminda kapanis operatoérleri olusturduklarini ve bunlarin bazi
dzellikleri arastirimistir. ilave olarak, bu kapanis operatorleri kullanarak, hem T, ve T, yar-
diizglin yakinsak uzaylari hem de T, T, ve T, yansimali uzaylar karakterize edilmistir. Son

olarak, SUConv ve RRel kategorilerinde kuvvetli kapalilik, kapalilik (bizim anlamda) ve

klasik anlamda kapalilik kavramlari arasinda iligkiler incelenmigtir.

Tanim 4.3.1. X bir cumle olmak uzere, C : P(X) — P(X) operatori asagidaki sartlari
saglarsa C ye kapanis operatori ve (X,C) ye kapanis uzayi denir. M ve N, X in alt

cumleleri olmak uUzere,
1. NcM ise CN cCM

2. M cCM

(X, cl) ve (Y, cl') kapanis uzaylari olmak Uzere eger X in her A alt kiimesi icin f(cl (A))ccl
(flA)) ise f: (X, cl) — (Y, cl') fonksiyonuna sureklidir denir [35,37].

Eger C(M )=M ise M ye C—kapali ve C(M )= A ise M ye C—yogundur denir [35,37]. Eger
C(C(M)) = CM ise C ye idempotent ve E kategorisindeki her obje C- yogun ise C ye
zayifsal kalitsal denir [35,37].

Eger her XeEve M c X igin §(M)=M ise § ya diskre kapanis operatori ve o(M)= X

ise 0 ya indiskre kapanis operatéri denir [35,37].

E kategorisinin kapanis operatdrlerin kiimesi & en biiyiik ve ¢ en kii¢iik eleman olan tam bir
latistir. C ve D kapanis operatorleri olmak tizere her XeE ve McX
icin(CAD)M)=C(M)nD(M) ve(CvD)YM)=CM)uDM) seklinde tanimlanir. C kapanis
operatorii olsun. C nin istiindeki en kii¢iik idempotent kapanis operatdriine C nin hull u
denir ve C seklinde gosterilir [35,37]. Her XeE ve M, NcXigin
CMvN)=C(M)uC(N)=CM)vC(N) ise C ye toplamsal ve her XeE ve M ,Nc X ve
M c N i¢cin C(My)=NACM) ise C ye kalitsal kapanig operatorii denir, burada C(My) M

nin N deki kapamisidir [35,37].

C, E kategorisinde herhangi bir kapanis operatdru olsun.
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Eoc={Xe E: xeC({y})) ve ye C({x})ise x=y}, Eic={Xe E: herxeX icin C({x}) ={x}}
ve E.c={Xe E, : C(A) =A diyoganal } olsun.

Eder E = Top ve C =K klasik Kurotawski kapanis operatérii ise E oc = T, uzaylarin sinifini,

E ic= T, uzaylarin sinifini ve E,c= T, uzaylarin sinifini verir.

Tanim 4.3.2. (B, 3J)yari-duzgun yakinsak uzay, & # M < Bolsun. M in (kuvvetli) kapanig
M vyi iceren bitin (kuvvetli) kapali B alt kiimelerin kesigimidir ve cl(M) (scl(M)) ile

gOosterilir.

Teorem 4.3.3. SUConv de hem sc/ hem de cl/ kapanig operatorleri idempotent, zayif

kaltsal, carpimsal ve kalitsal 6zellikleri saglar.

ispat. Tanim 4.3.1, Yardimci Teorem 4.2.11, Yardimci Teorem 4.2.12 ve [18, Exercise

2.D, Theorems 2.3 and 2.4, Propositions 2.5 and 3.6] den ispat elde edilir.

Teorem 4.3.4. &£=SUConv olsun. ¢ alt kategorisi ¢-de bolimsel yansimali(quotient

reflective) dir.

ispat. £, alt kategorisi dolgun (full), Isomorfizm-kapali (isomorphism-closed), bu

kategorideki her uzayin alt uzayr da bu kategoriye ait, bu kategorideki bir uzaydan daha

genis yaplya sahip uzay bu kategoriye aittir. Bu kategorideki keyfi uzaylarin ¢arpimi yine bu

kategoriye ait oldugunu gosterelim. (B,,3;,)ve B=I1,_, B,, (B;,J;) € ¢ olsun. (B,3) € ¢,

oldugunu gostermemiz gerekir, burada J B lzerinde c¢arpimsal vyari-diizgiin yakinsak

yapidir. [X]x[y]e I veya ([X]x[X])N([Y]x[Y]) € Jolacak sekilde Vx=YyeBolsun.

Buradan da X, #Y,cBolacak sekiide en az bir melvardir ve
(7 X T )IXIX[Y]) = X 1% [V 1 € T, veya

(7w, < 7w )([XIX[XD N YIXLYD = (X, Ix[ X, DY, 1%[Y,]) € 3, olup bir celigki elde edilir.
O halde, herhangi Vx #y e Bigin [X]x[y]€ 3 veya ([X]x[x])N([y]x[y]) €T dir.

Not 4.3.5.

(1) (B,q) Kent yakinsak uzay ve M c B olsun.

a. ([17], 2.6(4)) geregi, M kapalidir (klasik anlamda) ancak ve ancakXxe Bigin

a U[M ] 6z slizgeg olacak sekilde (a,X) e qv arsa, Xxe M dir.
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b. Eger M kuvvetli kapali ise, M hem bizim anlamda hem de klasik anlamda kapalidir.
c. Eger M Kklasik anlamda kapali ise M bizim anlamda kapalidir.

d. Eger (B,q) T, ise [18], Teorem 2.5 (2) geregi, Bnin butin alt kimeleri bizim

anlamda kapalidir ve M kuvvetli kapalidir ancak ve ancak M klasik anlamda

kapalidir.

(2) Herhangi set tabanl bir topolojik kategori ¢igin, genel olarak cl ve scl kapanis operatori

[19] deki anlaminda kapanis operatéri olup olmadigi bilinmiyor.

Tanim 4.3.8. (B, R) yansimali uzay ve M cBolsun. T,(M) = {xeB : en az bir
a e M vardir yleki aRx } kimesine M nin yukari-kapanigi (up-closure ) ve 4z (M)={Xx € B:

en az bir ae€ M vardir dyleki xRa } kimesine M nin agagi-kapanisi (down-closure ) denir
[37, p. 56].

Teorem 4.3.9. c/=T A4 ve sc/= Tv{ dir.
ispat. Teorem 4.2.14, Tanim 4.3.1 ve Tanim 4.3.8 den ispati elde edilir.

Teorem 4.3. 10. (B,R) yansimali uzay ve M — B olsun.

() M nin kuvvetli kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin hem yukari-kapali hem de

asagi-kapall olmasidir.

(i) M nin kuvvetli kapali olmasi icin gerek ve yeter kogsul M nin yukari-kapali veya asagi-

kapall olmasidir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki M kuvvetli kapali ve X eB i¢in xRa olacak sekilde en az bir
a€ M mevcut olsun. Teorem 4.2.14 den Xe M ve dolayisiyla, M asagi-kapalidir. Eger

aRx ise Teorem 4.2.14 den X € M ve dolayisiyla, M yukari-kapalidir.

Kabul edelim ki M hem yukari-kapali hem de asagi-kapali olsun. Her X € B igin xRa veya
aRx olacak sekilde en az bir ac M olsun. EgJer aRx ise M yukari-kapali oldugundan
Xe M olur. Eger xRa ise M asagi-kapall oldugundan X M olur. Teorem 4.2.14 den

M kuvvetli kapahdir.

(i) nin ispati (i) kine benzer.
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Teorem 4.3.11. (B, R) yansimali uzay olsun.
(1) C=1, | veya cl olsun. (B, R)e RRelyc olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R anti-simmetriktir.
(2) (B, R) eRRelys; olmasi icin gerek ve yeter kosul R diskredir.

(3) C =1, |, scl veya cl olsun. (B, R) <RRel,c olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (B, R) is a

diskre uzaydir.

(4) C =1, |, scl veya cl olsun. (B, R) <RRelyc olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (B, R) is a

diskre uzaydir.

ispat. (1) C =1 ve C =| icin ispat aciktir. C = ¢/ olsun. (B, R) eRRely , X, y B i¢gin xRy ve
yRx olsun. (B, R) RRely oldugundan x = y dir, yani, R anti- simetriktir. Eger R an anti-
simetrik, xe cl({y}) ve yecl({x}) olsun. xR y, yR x ve R anti-simetrik oldugundan x = y olur.
O halde, (B, R) e RRely olur.

(2) (B, R) eRRelysci ve X, y €B icin xR y olsun. xe scl({y})= {y} oldugundan x =y olur. O
halde, R diskredir. Eg§er R is diskre ise her xe B icin , {x} kuvvetli kapalidir ve dolayisiyla, (B,
R) € RRelys dir.

(3) ispat (1) ve (2) nin ispatina benzerdir.

(4) C =1 ve C =| icin ispat aciktir. C = scl olsun. (B, R) € RRelssq;, Ve X, ye B i¢in xR y olsun.
Rz, 82 Uzerinde ¢arpimsal yapi olmak lzere (x, y)Rz(y, y) olur ve dolasliyla, (x, y) escl(A) =
A dir. Buradan, x = y olur, yani, (B, R) diskredir. Eger (B, R) diskre ise Teorem 4.2...3.6

den A < B? kuvvetli kapalidir ve dolayisiyla, (B, RL) € RRelys olur.

(B, R)<RRely ve x, yeBigin xR y olsun. (x, )R (y.y) ve (x.X)R (x, y) olur. (B, R) < RRelyq,
oldugundan Tanim 4.3.1 den (x, y)e Aolur. Dolasiyla, (B, R) diskredir. Eger (B, R) diskre ise
Teorem 4.2.14 den A c B? kapalidir ve dolayisiyla, (B, R) e RRely olur.

Theorem 4.3.12. C =1, |, scl veya cl. RReljc , j=0, 1, 2 altkategorileri RRel kategorisinde

bdlimsel yansimali (quotient-reflective) dirlar.

ispat. Bu altkategorileri dolgun (full), isomorfizm-kapali(isomorphism-closed), bu kategorideki
her uzayin alt uzay da bu kategoriye ait, bu kategorideki keyfi uzaylarin ¢arpimi yine bu
kategoriye ait ve bu kategorideki bir uzaydan daha genis yaplya sahip uzay bu kategoriye ait

oldugundan RRelic , j =0, 1, 2 altkategorileri bolumsel-yansimalidirlar.
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Theorem 4.3.13. C =1, |, scl veya cl olmak lizere RRelic , j = 0, 1, 2 altkategorileri ve

altkategorisi RRelgse izomorfik kategorilerdir.
Ispat. Ispat1 Teorem 4.3.11 den goriiliir.

Theorem 4.3.14. (B,R) yansimall uzay ve p e B olsun. Asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
() R, p de anti-simetriktir.
(if) {p} kapahdir.

(iiify Eger xe B igin xRp ve pRxise x =p dir.
ispat. Teorem 4.1.10, Teorem 4.2.13 ve Tanim 4.1.9 den elde edilir.

Theorem 4.3.15. (B,R) yansimali uzay ve p e B olsun. Asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
() (B,R), pde T, dir.
(i) {p} kuvvetli kapaldir.
(ifi) EQer xe B igin xRp veya pRx ise x =p dir.
Ispat. Teorem 4.1.10, Teorem 4.2.13 ve Tanim 4.1.9 dan elde edilir.
Theorem 4.3.16. (B, R)eRRelgs veya (B, R)eRRelic,, j= 1, 2, vee McB olsun.
Asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
(i) M kapalidir
(if) M kuvvetli kapalidir.
(iiiy M yukari-kapahdir.

(iv) M asagi-kapalidir.
ispat. Teorem 4.2.14 ve Teorem 4.3.10 den elde edilir.

Siralama (order) ve topoloji arasinda ¢ok derin bir iliski vardir. Bu iligkiyi veren asagidaki
Teorem [37] de ispat edilmigtir.
Teorem 4.3.17 ([37, p. 58-59])

(1) 1t ve | kalitsal, carpimsal, yerlesik(grounded), toplamsal fakat idempotent olmayan

kapanigs operatorleridir.

(2) (B,R) yansimali uzay olsun. Asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
35



(N TB idempotent kapanis operatoridur.
(i R gecisme( transitive) ozelligine sahiptir.
(iiiy (B,¥g) topolojik uzaydir.

(iv) TB idempotent kapanis operatoridur.

(v) (B,Ty) topolojik uzaydir.

4.4 Genel Ayirma Aksiyomlari

Bu bélimde, hem T, ve T, yari-dizgiin yakinsak uzaylar hem de T,, T, ve T, genisletiimis

pseudo-yari metrik uzaylar karakterize edilmistir.

Tanim 4.4.1. X bostan farkli bir cimle ve X*=Xx Xolsun. X?nin iki ayri kopyasinin
diagonal boyunca gakistiriimasi X* v, X?ile gosterilir. X* v, X*de bir (x,y) noktasi birinci
bilesende ise (x,y) ile, ikinci bilesende ise (x,y), ile gO0sterilir. Acik olarak

(x,y) =(x,y), & x=y dir.

Temel eksen donlisimi (principle axis map) A: X* v, X* — X°;

(x,y,x), i=1lise
(X,x,y), i=2ise

A((X,Y),-)={

Skewed eksen donislimi (skewed axis map)S: X* v, X* - X°;

(x,y,y), i=1lise
(X,x,y), i=2ise

S((X,y),-)={

Katlama donustimi (The folding map), vV : X* v, X* — X?, i =1,2igin
Vi(x,y))=(xy)

Alt kime fonksiyonlari (inclusion maps), i,,i, : X* = X* v, X?;

(X,y) = il(X,y):(X,y)l ve (X,y)H i2(X,y)=(X,y)2

olarak tanimlanir [8].
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Teorem 4.4. 2. ( X,7)topolojik uzayi igin asagidaki ifadeler denktir:

i. (X,z) T, dir.

*

i. 7, X Uzerindeki garpim topolojisi olmak lzere A:X>v, X> > (X’,c")ve
V:X*v, X* > (X*,P(X*))fonksiyonlari tarafindan Uretilen baslangi¢ topolojisi
diskredir [8,13].

ii. z,, i,i, . X> > X* v, X*fonksiyonlari tarafindan Uretilen bitis topolojisi olmak Uzere
id: X*v, X? > (X*v, X*z,) birim fonksiyonu ve
V:X*v, X* > (X?,P(X?))fonksiyonu tarafindan dretilen baslangic topolojisi
diskredir [8,13].

iv. (X,7r)en az iki elemanli hi¢bir indiskre alt uzay ihtiva etmez [69].

v. Tanim cumlesi ( X,7) olan her baslangi¢c kaynagdr mono-kaynaktir [51].

vi. ki elemanli bir indiskre topolojik uzaydan (X,z) topolojik uzayina tanimli her morfizm
sabittir [69].

vii. Tanim cumlesi (X,z) olan her baglangi¢ morfizmi bir monomofizmdir [28].

viii. Tanim cumlesi (X,r) topolojik uzayi olan her baslangic epimorfizmi bir

homeomorfizmdir [46].

Topolojideki klasik T, aksiyomunun birgok genellestiriimesi vardir. Illk olarak 1971'de

Brimmer [28] (vii) yi kategoriye genellestirdi. 1973'te Marny [69] (iv) ve (vi) y1, 1974’te
Hoffman [51] (v) i ve 1977'de Harvey [46] (viii) i topolojik kategoriye genigletti. 1991’de Weck-
Schwarz (iv), (v), (vi), (vii) ve (viii) in genellestirmeleri arasindaki iligkiyi inceledi. 1991’de
Baran [8] (ii) ve (iii) U topolojik kategoriye genisletti ve 1995te [11] tim bu farkl

genellestirmelerin ((i)-(viii)) karsilastirmasini inceledi.

Teorem 4.4. 3. (X,r)topolojik uzayin T, olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢*, X° lzerindeki
carpim topolojisi olmak Uzere S:X°v, X* - (X', c")ve V:X>v, X’ > (X*,P(X?))

fonksiyonlari tarafindan Uretilen baglangi¢ topolojisinin diskre olmasidir [13].

Baran [8,12] galigmalarinda (ii)-(iii) teki T, objelerini kullanarak bir topolojik kategorideki

Hausdorff objelerin c¢esitli formlarini tanimladi. 1998'de Baran herhangi bir topolojik
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kategorideki T,, T,, normal, reguler ve tam reguler objelerin ve kuvvetli kapali alt ctimlelerin

tanimlanmasinda T, objeleri kullandi [8, 12, 15,16].
Herhangi bir topolojik kategoridef), T, T, ve T, tanimlari asagida verilmistir.

Tanim 4.4. 4. U : E — Set bir topolojik fanktor, X, E nin bir objesi ve U(X)=B olsun.

1) Eger {A:B*v,B* >U(X*)=B ve V:B*v, B> > UD(B*)=B*} U—kaynaginin
baslangi¢c kaldirmasi diskre ise X objesine f)objesi denir, burada D, Unun sol
adjointi olan diskre fanktordur [8].

2) (B*v,B*), {i,i,:U(X*)=B*>—>B*v,B*} U-kavsaginin bitig kaldirmasi ve
D(B?) de B’ Uzerindeki diskre yapl olsun. Eger
{id:B*v,B*->U(B*v,B*) =B*>v,B* ve V:B*v, B> >UD(B*)=B*} U—-kayna
ginin baslangig kaldirmasi diskre ise X objesine T, objesi denir [8].

3) Eger X objesi en az iki elemanli indiskre alt objeyi ihtiva etmiyorsa X objesine T,
objesi denir [69].

4) Eger  {S:B’v,B*>U(X’)=Bve V:B*v, B> > UD(B*) =B} U—kaynaginin

baslangi¢ kaldirmasi diskre ise X objesine T, objesi denir [8].

Uyan 4.4.5. (1) Topolojik uzaylar kategorisindef,, T, ve T,birbirine denktir ve klasik T,

ayrilma aksiyomuna indirgenir, 7, de klasik T, ayriima aksiyomuna indirgenir [11,12,87].
Herhangi bir topolojik kategori icin f) T/ yu gerektirir fakat bu gerektirmenin tersi her

zaman dogru degildir. GeneldeT, ile ?0 veya T, arasinda bir iligki yoktur [11].

(2) U:e&— Set bir topolojik fanktor, X eob(e), peU(X)ve p:1->U(X)U - kaynadin
h:1— X baslangi¢c kaldirmasi retreksiyon olsun. i=0,1 olmak (izere, egder X T,ise

X pnoktasinda T, dir ama tersi genelde dogru degildir [10].

Teorem 4.4.6. ¢ =SUConv ve (B,3J) € ¢ olsun. Agagidakiler denktir.
i. (B,3)ee

Iscl

i. (B,3)T,dr.
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ii. (B,3)T,dr.
iv. B nin herhangi iki farkli X ve y noktasiicin [X]x[y]¢ 3 ve ([X]x[XD)(y]x[y]) ¢ 3
ispat. [22] deki Teorem 3.8, Teorem 4.4, Teorem 4.6 ve Not 4.7 (1) aciktir.

Teorem 4.4.7. (X,d) genisletiimis pseudo-yari metrik uzayin 7TO olmasi igin gerek ve yeter

kosul d diskredir.

ispat (X,d) T, ve x, ye X olsun. Eger x=y ise d genisletimis pseudo-yari metrik
oldugundan d(x,y)= d(x,x) =0 olur. Eder x= y ise (X,d) f) oldugundan 3.1. 13 ve Tanim
444 den « =sup{d(z,A(x,y),7,A(X,y),) das (V(X,¥),V(X,y), ), i =123} =sup{ d(x,
y)= d(y,x), d(x, x)=0= dy.((x,y),(x,y)) } ve dolayisiyla, d(x, y) =« dur, burada,
z X' > X, i=1,2,3, izdusim fonksiyonlari ve d , , X* dzerinde diskre genisletilmis

pseudo-yari metriktir ve 3.1. 13 den d diskredir.

d diskre olsun. (X,d) nin f) oldugunu gésterelim. d, X*>v, X* wedge carpim {izerinde
temel eksen donusimiu  A:X*v, X> > U(X’,d*)=X (d*, X’ Uzerinde g¢arpim
genigletilmis pseudo-yari metrik) ile katlama dontsimi Vv : X v, X* > U(X*,d, )= X* ,
(dy, X* zerinde diskre genisletilmis pseudo -yari metrik) fonksiyonlar tarafindan elde
edilen genisletiimis pseudo- yari metrik olsun. d nin diskre metrik oldugunu gésterelim. u ve
v X*v, X* wedge de herhangi iki nokta olsun. Eger u = vise d(u,v) =0 dir. Kabul edelim
ki u=volsun. Eger V(u) = V(v)ise dg, (V(U),V(V)) = « ve dolayisiyla,

d(u,v) =sup { (mA®Q), ;AW)), dg, (V(U),V(V)), i=1,2,3} = dur.

Kabul edelim ki V(u)= (x,y)= V(v) olsun. u=v oldugundan x#y, u=(X,y), ve Vv=(X,Y),
veya U=(X,Y), ve V=(X,Y), dir. u=(X,y), ve Vv=(X,Y), olsun.

d(u,v) =sup { (mAQ), {AW)), dg (V(U),V(V)), i=1,2,3} =

sup { d(x,y), d(y,x), d(x,x )=0=d,, ((X,Y),(X,Y¥)) }=d(x,y)=d(y,x) olur . x=Yy ve d diskre
oldugundan d (u,v) =« olur. d simetri oldugundan d simetri olur ve d(v,u) = % olur. Tanim

4.4.4ve 3.1.13 den (X,d) T, dir.

Teorem 4.4.8. TUm genisletilmis pseudo -yari metrik uzaylar T, dur.
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ispat. d,, X*v, X* wedge garpim Gzerinde i,i,:(X?,d*)— X*v, X* kanonik
fonksiyonlari  tarafindan dretilen bitis genigletimis pseudo-yari metrik ve d,
X?v, X* wedge carpim Uzerinde id:X*v, X* —(X?v, X* ,d,) birim fonksiyonu ile
V:X*v, X* >U(X?d,)=X" katlama fonksiyonu tarafindan elde edilen genisletiimis
pseudo-yari metrik olsun. d nin diskre oldugunu gosterelim. u ve v, X? v, X* wedge de
herhangi iki nokta olsun. Eger u = vise d(u,v) = 0 dir. Kabul edelim ki u=v olsun. Eger u ve
v noktalari X?v, X* wedge carpiminin ayni bileseninde ise d,, (V(u),V(V))= « ¢lnki
V(u) = V(v)ve dolayisiyla, d(u,v) = sup{ dg (V(U),V(V))= o, d,(id).,id(v)) = d,(u,v)} = o
olur. Kabul edelim ki u ve v noktalari X*v, X> wedge carpiminin farkli bileseninde ve
V()= (x,y)= V(v) olsun. wu=v oldugundan x=#y , u=(X,y), ve v=(X,y), veya
u=(X,y), ve v=(Xx,y), dir. u=(X,y), ve v=(Xx,y),olsun. 3.1. 13 den d,( u,v) == ve
dolayisiyla d (u,v) = sup{ dg (V(U),V(V)), d,@d(),id(v)) = d,(u,v)=} = « olur. O halde, d
diskredir, yani, 3.1. 13 ve Tanim 4. 4.4 den (X,d) TO/ dir.

Teorem 4.4.9. (X,d) genisletiimis pseudo -yari metrik uzayin T, olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul (X,d) genigletiimis yari metrik uzayidir.

ispat. (X,d) genisletilmis yari metrik uzayi T,ve her x,yeX, x=yicin d(x,y) =0 olsun.
A={x,y} ve d,, A Uzerinde alt kime fonksiyonu i:A < (X,d) tarafindan Uretilen baglangi¢
genisletiimis pseudo- yari metrik olsun. d, (x,y) = d(x,y) =0 = d(y,x) = d, (v,x) ve d, (x,x) =
d(x,x) =0 =d(y,y) = d, (v,y) oldugundan 3.1.13 ten (A,d,) indiskre genisletiimis pseudo- yari
metrik uzay olur. Bu da (X, d) nin T, genisletiimis pseudo- yari metrik uzay olmasi ile celigir.

O halde, x =y olmalidir ve dolayisiyla, (X, d) genisletilmis yari metrik uzayidir.

(X, d) genisletilmis yari metrik uzay ve A, Xin en az iki elemanl alt kimesi olsun. x,ye A, x

#y olsun. Eger d,, A Uzerinde alt kime fonksiyonu i: A < (X,d)tarafindan uretilen indiskre
genisletiimis pseudo- yari metrik ise 0=d, (x,y) = d(x,y) ve 0 = d, (v,x)= d(y,x) olur. (X, d)
genisletilmis yari metrik uzay oldugundan x = y olur. Bu da celiskidir. O halde, (X, d)

genigletilmis yari metrik uzay en az iki elemanh higbir indiskre alt uzaya sahip olamaz ve

Tanim4.4.4ten (X, d) T, dir.
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Teorem 4.4.10. (X,d) genigletiimis pseudo-yari metrik uzayin T, olmasi igin gerek ve yeter

kosul d nin diskre olmasidir.

ispat (X,d) T, ve ve X, ye X olsun. Eger x=y ise d genigletiimis pseudo-yari metrik
oldugundan d(x,y)= d(x,x) =0 olur. Eger x= y ise (X,d) T, oldugundan 3.1. 13 ve Tanim
444 den o = sup{ d(z,S(x,y),7;S(x,y),), dos (V(X,¥),V(X,y), ), i=12,3 } =sup{
diy,x), d(y,y)= d(x, x)=0= dg . ((x,y),(x,y)) } ve dolayisiyla, d(y,x) =0 dur, burada,
z X = X, i=1,2,3, izdigim fonksiyonlari ve d;, , X* dzerinde genisletiimis pseudo-yari

diskre metriktir ve 3.1. 13 den d diskredir.

d diskre olsun. (X,d) nin T, oldugunu gdsterelim. d, X*v, X* wedge carpim lizerinde
skewed eksen dontsimi S:X’v, X> > U(X’,d*)=X (d*°, X’ (zerinde carpim
genisletilmis pseudo-yari metrik) ile katlama doénisimi V: X’ v, X* > U(X?,d . )=X* ,
(dg, X* Uzerinde diskre genisletiimis pseudo -yari metrik) fonksiyonlari tarafindan elde

edilen genisletiimis pseudo- yari metrik olsun. d nin diskre metrik oldugunu gésterelim. u ve
v X*v, X* wedge de herhangi iki nokta olsun. Eger u =vise d(u,v) =0 dir. Kabul edelim
ki u=volsun. Eger V(u) = V(v)ise dg, (V(u),V(v)) = « ve dolayisiyla,

d(u,v) =sup { (mS(u), mS(v)), dg (V(U),V(V)), i=1,2,3} = dur.

Kabul edelim ki V(u)= (x,y)= V(v) olsun. u=v oldugundan Xx=Yy, u=(X,y), ve Vv=(X,Y),
veya U=(X,Y), ve V=(X,Y), dir. u=(X,y), ve V=(X,Y), olsun.

d(u,v) =sup { (7S(u), 7;S(v)), dg (V(U),V(V)), i=1,2,3} =

sup { d(y,x), d(y,y)= d(x,x )=0=d, ((X,¥),(X,y¥)) } = d(y,x) olur . Xx=y ve d diskre

oldugundan d (u,v) =« olur. d simetri oldugundan d simetri olur ve d(v,u) = « olur. Tanim

4.4.4ve3.1.13den (X,d) T, dir.

Uyan 4.4.11. (X, d) genigletiimis pseudo-yari metrik uzay olsun. Teorem 4.4.7-10 den

T, < 7T0 = T, = T/ fakat her gerektirmenin karsiti genellikle dogru degildir.

4.5 Karsilastirma ve lligkiler

Uyari 4.5.1.
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(1) (X, d) genigletiimis pseudo-yari metrik uzay olsun. Teorem 4.4.6-9 dan T, < T,
= T, = T, fakat her gerektirmenin karsiti genellikle dogru degildir. Topolojik uzaylar igin T,

T, ve T,/ kavramlar birbirine denktir ve klasik T, ayrilma aksiyomuna indirgenir [11, 87].

Herhangi bir topolojik kategori icin T,, T,/ yu gerektirir fakat bu gerektirmenin tersi her

zaman dogru degildir. Genelde T, ile 'FO veya T, arasinda bir iligki yoktur [11].
(2) £=SUConv ve (B,3J)e ¢olsun.

(a) Teorem 4.2.8 ve [22] deki Teorem 3.8, Teorem 4.4, Teorem 4.6 ve Not 4.7 (1) den
asagidakiler denktir.

i. (B,J3)eegy
i. (B,3)Tdr.
ii.  (B,3)T,dr.
iv. B nin herhangi iki  farkh Xve y noktasi icin [X]x[y]e 3Ive
IXIxIxXDN(Aylx[yD e 3.
v. Her peB igin (B,3) pde Tydir.

vi. Her peB icgin {p} kuvvetli kapahdir.

(b) M < B olsun. Teorem 4.2.6, Teorem 4.2.7 ve Teorem 4.2.9 geregi, eder M kapali

ise M hem kuvvetli kapali hem de klasik anlamda kapalidir.

(3) (B,q) Kent yakinsak uzay ve M < B olsun.

i. ([17], 2.6(4)) geregdi, M kapalidir (klasik anlamda) ancak ve ancakX e Bigin

a U[M ] 6z slizgeg olacak sekilde (a,X) e qv arsa, xe M dr.
i. Eger M kuvvetli kapali ise, M hem bizim anlamda hem de klasik anlamda kapalidir.
iii. Eger M klasik anlamda kapali ise M bizim anlamda kapalidir.

iv. Eger (B,q) T, ise [18], Teorem 2.5 (2) geredi, B nin bitin alt kimeleri bizim

anlamda kapalidir ve M kuvvetli kapalidir ancak ve ancak M klasik anlamda

kapalidir.
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(4) (B, R)eRRelgsci veya (B, R)eRRelic,, j= 1,2, ve M c B olsun. Teorem 4.2.14 ve

Teorem 4.3.10 den asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
(/) M kapalidir
(i) M kuvvetli kapalhdir.
(7ify M yukari-kapahdir.
(iv) M agagi-kapalidir.

(5) (B,R) yansimali uzay ve peB olsun. Teorem 4.1.10, Teorem 4.2.13, ve Tanim 4.1.9

dan asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
() (B,3) T, dir.
(i) Her peB igin (B,3) pde T, dir.
(i) R anti-simetriktir.

(iv) Her pe B igin {p} kapaldir.

(6) (B,R) yansimali uzay ve pe B olsun. Teorem 4.1.10, Teorem 4.2.13, ve Tanim 4.1.9

dan asagidakiler denktir.
(/) (B,R) Ty dir.
(i) Her peB icin (B,R), p de T,dir.
(i) R diskredir.

(iv) Her pe B icin {p} kuvvetli kapalidir.

(6) ¢, Set Uzerinde herhangi bir topolojik kategori , X eob(¢)ve peU(X), Xin
retreksiyonu (retraction) olsun. O zamani =0,1 olmak tzere, eger X T, ise X p noktasinda

T, dir ama tersi genelde dogru degildir [10].

(7) Baran [17, 18, 20, 21] de kapalilik ve kuvvetli kapalihk kavramlarin bazi iyi bilinen
topolojik kategorilerde karakterize etmis ve bu kavramlarin olusturdugu cl ve scl operatorleri
Dikranjan ve Giuli anlaminda [35] kapanis operatori oldugunu gdstermistir. Herhangi set
tabanli bir topolojik kategori ¢igin, genel olarak clve sclkapanis operatori [35] deki

anlaminda kapanis operatdri olup olmadigi acik bir problem olarak duruyor.
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5. TARTISMA VE SONUG

5.1 Sonug¢

Bu proje calismasinda, topolojik kategoride 1991 de Baran tarafindan tanimlanan kapalilik
ve kuvvetli kapalihk kavramlarini hem yari-dizgun yakinsak uzaylar hem de yansimali
(reflexive) uzaylar kategorisinde karakterize edilmis, bunlar ile klasik kapalilik kavramlari
arasinda iliski incelenmis, bu kavramlarin 1987 de Dikranjan ve Giuli anlaminda kapanis
operatért olusturdugunu ve bu kapanis operatérlerin zayif kalitsal, kalitsal, ¢arpimsal ve
idempotent gibi bazi o6zellikleri sagladigini gostermistir.  Ayrica, T, ve T, yari-dizgln
yakinsak uzaylari ve T,,T, ve Hausdorff yansimali (reflexive) uzaylarin her biri karakterize

edilmistir. Son olarak, lokal T, ve T, ve genel T, , T, ve Hausdorff genigletiimis pseudo-

quasi-semi metrik uzaylar karakterize edilmigtir. Proje kapsaminda yapilan akademik

calismalar asagida 6zetlenmigtir:

1. Baran, M., Kula, S., Baran, T. M., and Qasim, M., Closure Operators in Semi uniform
Convergence Spaces, Filomat 30:1 (2016), 131-140, DOI 10.2298/FIL1601131B.

2. Baran, M., and Baran, T. M., Closure Operators in Reflexive Spaces , International
Conference on Natural Science and Engineering (ICNASE’16) March 19-20, 2016,
Kilis, 140-149.

(Ayrica, Kilis 7 Aralik Universitesi tarafindan 19-20 Mart 2016 tarihleri arasinda
dizenlenen, uluslararasi katilmli “International Conference on Natural Science

and Engineering (ICNASE’16)” konferansinda sunuldu).

3. Baran, M., T, Reflexive Spaces, Konya Selcuk Universitesi tarafindan 1-3 Eyliil 2016

tarinleri arasinda duzenlenen uluslararasi katilimli “International Conference on

Advanced Technology & Sciences (ICAT 16)” konferansinda sunuldu.

4. Baran, T. M., T, Pseudo-Quasi-Semi Metric Spaces, Konya Selguk Universitesi

tarafindan 1-3 Eylil 2016 tarihleri arasinda dizenlenen uluslararasi katilimli
‘International Conference on Advanced Technology & Sciences (ICAT16)”

konferansinda sunuldu.
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5.2 Oneriler

Genelde, herhangi bir topolojik kategori icin kapalillik ve kuvvetli kapallik kavramlari

birbirinden bagimsiz kavramlardir. Hatta topolojik kategorinin nesnesi T, olsa bile bu

kavramlar birbirinden bagimsizdir [9]. Baran [17-18, 20-21,23] de kapalilik ve kuvvetli
kapalilk kavramlarin bazi iyi bilinen topolojik kategorilerde karakterize etmis ve bu

kavramlarin Dikranjan ve Giuli anlaminda [35] kapanis operat6ri olusturdugunu géstermistir.

Bu calismanin devami niteliginde olabilecek sekilde ve bu c¢alismanin Temel Tanimlar
boliminde belirtildigi gibi matematik, biyoloji, deneysel psikoloji, bilgisayar, quantum
mekanigi gibi bir cok dallarda uygulama alani bulunan SUConv, RRel ve pgsMet

kategorilerinde asagidaki sorular incelenebilir:

e kapalilk ve kuvvetli kapalillk kavramlarini pseudo-quasi-yari-metrik uzaylar
kategorisinde karakterize edilebilir mi? Bunlarla klasik kapalilik arasindaki iligkiler var
midir? Bu kavramlar kapanis operatoriini olusturur mu? Bu kapanis operatorlerin
zayif kahtsal, kalitsal, carpimsal ve idempotent gibi bazi &zellikleri saglayip

saglamadigini incelenebilir.

e Pre-Hausdorff, Hausdorff, normal ve reguler yari-duzgun yakinsak uzaylar, yansimali

uzaylar ve pseudo-quasi-yari-metrik uzaylar karakterize edilebilir mi?

e Kompakt ve baglantili yari-dizgin yakinsak uzaylar, yansimal uzaylar ve pseudo-

quasi-yari-metrik uzaylar karakterize edilebilir mi?

Bu problemlerle ilgili ortaya ¢ikacak sonuglar yeni galisma alanlari olugsmasina yardimci olur.
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