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TESEKKUR

Proje kodu FBA-2014-5336 ve proje baslig1 “Gaogiis Kanserinin Matematiksel Modellemesi ve
Kararlilik Analizi” olan bu c¢alismada basarili bir grup ¢alismasi neticesinde cok giizel
yayinlar ¢ikartan ve proje sorumlulugunu en iyi sekilde gosteren degerli meslektaslarim Dog.
Dr. Fatma Bozkurt, Yrd. Do¢. Dr. Fatma Berna Benli ve Ogrencilerimiz Ars. Gor. Fatma
Peker ile Ozgiir Keskin’e tesekkiir ederim.

Bu proje ¢alismast siiresince manevi desteklerinden dolayr Erciyes Universitesi’nin Bilimsel
Arastirma Projeleri Koorinatorliigii’'ne sundugu maddi kaynaklardan dolay1 proje ekibi olarak
tesekkiir ederiz.
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OZET

Bu c¢alismada, dnemli bir kanser tiirii olan gogiis kanseri incelenmis ve oncellikle Lesslie
modeli dikkate alinarak kanser yogunluguna ve hasta yasima bagli olarak parcali siirekli
argiimanli diferansiyel denklem sistemleri olusturulmus, bu sistemlerin kararlilik analizi
yapilmustir.

Bir sonraki agamada, tiimor popiilasyonu ile ilag tedavi siirecini de kapsayan model pargali
stirekli argiimanli diferansiyel denklem sistemi seklinde Allee etkili ve Allee etkisiz dikkate

alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Gogiis kanseri, Allee etkisi, parcali siirekli argiimanli diferansiyel

denklemler, kararlilik analizi



ABSTRACT

In this study, we analysed one of the most important cancer types, breast cancer and modeled
a diferential equation system with piecewise contant arguments according to the age of the
patients and the density of the tumor population, where we investigated the satability of the
constructed model.

Thereafter, we contructed a differential equation system with piecewise contant arguments
covering the tumor population and the effect of the drug dosage during the treatment process

with and withour Allee effect.

Keyword: Breast cancer, Allee effect, differential equations with piecewise constant

arguments, stability analysis



1. GIRIS

Kanser, hiicrenin anormal biiylime gosterdigi ve bu sebeple kontrol altina alinamadigi igin
diinya genelinde oliimlere neden olan hastaliklarin basinda gelmektedir. Hiicreler viicudun
yap1 taglaridir ve kanser de normal (saglikli) hiicrelerden meydana gelir. Normal hiicreler,
hiicre popiilasyonunu ve hiicre 6liimiinii belirli bir dengede tutarak boliiniir. Bu durum kanser
hiicrelerinde goriilmez; hiicrelerin sinirsiz ve hizli bir artisi mevcut ise, bu durumda kanser
vakasina rastlanmistir. Ayrica, eger hiicrelerde oliim gerceklesmezse yine kanser teshisi

konulmaktadir [1].

Birgok kanser ¢esidi mevcuttur. Bunlar viicudun herhangi bir organinda gériilebilir. Ornegin,
akciger, kolon ve gogiis gibi. Bununla birlikte, kansere yol actig1 diisiiniilen bir¢cok faktér de
siralanabilir. Bunlar igerisinde en ¢ok bilinen ve kabul goren alkol, sigara, stres vb. genel
faktorlerdir [1]. Bunlar igerisinde, bolgelere gore daha ¢ok rastlanilan kanser tiirleri de vardir.
Omegin, Japonya’da mide kanseri oran1 ABD’den daha yiiksektir. Bu durumda, genetik
faktorler veya kiiltiirlere has yemek cesitleri de kanseri tetikleyen 6zel faktorler igerisinde

siralanmaktadir [2].

Maalesef kanser tedavisinde ancak erken teshis agsamasinda basar1 kaydedilmektedir. Bu proje
calismasinda gogiis kanseri ile ilgili tibbi caligmalart inceleyecegiz ve timor biiyiimesi ile

tedavi sekline gore modeller tasarladiktan sonra kararlilik analizlerini yapacagiz.

Yapilan 6n incelemelerde, tedavi yaklagimlarindan birinin gen terapisi oldugu goriilmiistiir.
Gen terapisi, deneysel bir tedavi olup DNA veya RNA’ya genetik materyaller eklenmesiyle
kansere kars1 savasmasi beklenmektedir. Gen terapi yaklasimi ile ilgili birka¢ tedavi sekli
gelistirilmistir. Bunlardan biri, mutasyona ugramis gen ile saglikli geni degistirmektir [3]. Bir
baska gen tedavi yontemi ise, suikast¢i genleri tiimore yerlestirmektir [4]. Suikast¢t genler
kadar etkin olan ii¢lincli bir yol ise kemoterapi ve radyoterapi siirecinde yardimci olacak
sekilde tiimor hiicresinin direncini kiran genler yerlestirmektir. Gen terapisi ayrica viicudun
direng sistemini, 0rnegin T-hiicrelerini, kanser hiicreler ile miicadelede giliclendirmekte ve
gelistirmektedir. Bu silireclerde yan etkileri azaltmak icin belirli dokular ve hiicre tipleri
hedeflenmelidir. Sadece gen terapi tiirleri de tedavi siirecinde dikkate alinmamalidir. Burada
tedavi bir biitiin olarak gdz 6niine alinmal1 ve gen terapi tipi tedavide kullanilacak ilacin dozu

ve zamani da belirlenmelidir [5]. Bu sebeple kanser hastaligi sadece tip ve biyoloji gibi bilim



dallarin1 degil, uygulamali matematik ve bilgisayar miithendisliginin de ilgisini ¢eken bir konu

olmustur.

Matematiksel modelleme, biyolojik kompleks sistemleri farkli yonler ve yontemlerle desifre
etmede yardimci olan &nemli araglardan biridir ve son 50 yilda &nemi artmistir. Ozellikle
hiicre biyolojisinde ve tedavi siirecini belirleme ve agiklamada matematiksel modellemelerin

kayda deger katkilar1 olmustur [6, 7].

Proje calismamizda oOncelikle kanser siirecinde tiimor ile viicudun direng sisteminin ig
cekismesinde gen terapisinin kullanimini acgiklamak i¢in basit matematiksel modellere gen
terapilerin farkli tiplerinin dinamigini uygulayip yorumlayacagiz. Bunun icin Oncelikle
inceleyecegimiz kanser tiirii olan gogiis kanseri ile ilgili yapilmis c¢aligmalari gozden
gecirecegiz ve uygun bir model tasarlayacagiz. Ilk adimda parcali siirekli argiimanli
diferansiyel denklem sistemi seklinde yazdigimiz denklem sistemi tiimor hiicresi ile viicudun
direng sisteminin i¢ ¢ekismesine karsilik gelecektir. Tiimoriin belirli bir yogunlugu i¢in gen
tedavileri tipleri modele dahil edilecek ve tedavi siirecinde kullanilacak ilacin etkisi de
modele dahil edilerek denklem sistemi teorik ve niimerik irdelenecektir. Ayni1 problem
tiimoriin erken teshis asamasinda tespit edildigi durum dikkate alinarak Allee fonksiyonu

modele dahil edilip incelenecektir.

Model kesirsel mertebeden diferansiyel denklem sistemi seklinde yeniden olusturulacak ve
her iki problem basamag igin ( erken teshis ve tiimdoriin belirli bir yogunlukta tespit edilmesi

durumu) gen tedavi tipleri ve ilag tedavisi teorik ve niimerik analiz edilecektir.



2. GENEL BIiLGILER

Son yillarda tiimoér popiilasyonu ile ilgili bir ¢ok matematiksel modelleme c¢aligsmalari
yapilmistir. Bunlar tiimoriin dinamik biiyiimesi, angiogenesis ve/veya viicudun direng sistemi
ile ilgili ¢aligmalar olup bazi 6nemli ¢alismalar referanslara eklenmistir [8-22].

1990’lardan itibaren tiimdr ve viicudun direng sistemi ile ilgili modellere rastlanmaktadir.
Ornegin, immun sistem ile ilgili bir énemli durum yabanci antijenleri tanimasidir. Viicudun
diren¢ sistemine, drnegin T- hiicrelerine, 6zel bir antijen sunan makrofajlar, T-hiicrelerini
yabanci materyallere karsi uyarir ve tepki vermesi i¢in egitir. Kanser hiicreleri saglikli
hiicrelerden tlirediginden makrofajin bu hiicreyi yabanci ve bir tehdit olarak gormesi, T-
hiicrelerini uyarmasi belirli bir zaman gerektirmektedir, ¢iinkii viicudun direng sistemi kendini
tahrip etmesi i¢in egitilmemistir. Bu konuyu agiklayan, yani tiimor-viicudun direng sisteminin
i¢ ¢cekigsmesini modelleyen matematiksel ¢alismalar [23-27]’de goriilmektedir.

Bu caligmalarda, biyolojik olaylar1 ve siiregleri aciklarken diferansiyel denklem
sistemlerinden faydalanilmistir. Fakat R.M. May ve G.F. Oster’in birbirleri ile ortiismeyen
jenerasyonlar ile ilgili yaptiklart modelleme ¢alismalar1 ve daha sonra da G.E. Hutchinson’un
yumurtalarin - olusum zamanlarmin dikkate alinmasi gerektigini vurgulamasiyla K.
Gopalsamy, P. Liu, J.W.H. So, J.S. Yu, K. Uesugi ve Y. Muroya, 1.Ozturk, F. Bozkurt ve F.
Gurcan’in yaptiklar1 ¢alismalarda zaman degiskeninin siirekliligi ile birlikte ayrik zaman
dilimini i¢eren modellemeler olusturduklar1 goriilmektedir [28-34, 14, 15,17,18, 21, 22].
Bununla birlikte bazi caligmalarda kesirsel mertebeden diferansiyel denklemlerin adi
diferansiyel denklemlere kiyasla biyolojik olaylar1 agiklamada daha gercek¢i sonuglar verdigi
gorilmistiir. Adi diferansiyel denklemlerle yapilan modellemeler, kesirsel mertebeden
diferansiyel denklem veya sistemlere uyarlandiginda biyolojik yapilar ile daha belirgin
uyumluluga rastlanmistir [35-41].

Bu diisiinceler dogrultusunda,

1. Farkli bilim dallarindan go6giis kanseri ile ilgili literatiir taramas1 yapilacak ve model
yazilacaktir.

2. Gogiis kanserinin yogunluk analizi yapilacak ve hangi yogunluk araligina sahip olmasi
durumunda Allee fonksiyonunu igeren modelin kullanilacagi, hangi yogunluk araliginda ise
Allee fonksiyonunu icermeyen modelin dikkate alinacagi tespit edilecektir (Erken teshis ve
belirli bir yogunluga sahip tiimor yogunlugu i¢in ayri model kullanilacaktir).

3. Modellerin kararlilik ( yerel ve global kararlilik) analizleri yapilacaktir.

9



Bio-matematik alaninda adi diferansiyel denklemlerden faydalanilmasi fikri 1920’lere kadar
dayanir. Bu yillarda Lotka ve Volterra popiilasyon dinamigi teorisinde basit bir model
olustururlar. Av-avcit modeli olarak bilinen bu model gelistirilerek 1997 yilinda Adam ve
Bellomo [42] tarafindan tiimor-immiin sisteminin i¢ ¢ekismesi seklinde diizenlenmistir. Bu

diisiinceye benzer bir ¢alisma daha sonra Kutznetsov ve arkadaslari tarafindan yapilmigtir
[43].

Lotka-Volterra tarafindan fark denklem sistemi seklinde tasarlanmis olan model

R(n+ 1) =R(n) + a-R(n) — B-R(n) - F(n)
(2.1)
F(n+1) =F()+&-B-R(n)-F(n) —yF(n)

seklindedir. Lotka-Volterra modeli av-avci popiilasyon gelisimi ve gevresel faktorler ile ilgili
bazi kabuller esas alinarak tasarlanmistir. Bu kabulleri soyle 6zetleyebiliriz:

1) Av her zaman yeterli besine sahiptir.

i1) Avci popiilasyonun tedarik ettigi besin tamamen belirlenmis olan bu av popiilasyonundan
olusmaktadir.

iii)Bu siireg¢ iginde gevresel faktorler herhangi bir tiirii korumaya almamakta ve genetik
adaptasyon oldukg¢a yavas islemektedir. (2.1) modelinde a, R-tiiriiniin dogal dogum oranini,
Y, F- tiirtiniin dogal 6liim oranini, 8, F-tiiriin avlamasi sonucunda R-tiiriin 6liim orani ve § da
R-tiiriin F-tlirtine sagladig yeterlilik (verim) oranidir [44].

Bu modelin diferansiyel denklem sistemi seklindeki yapisi

@ _ ax — bx
dt y

(2.2)
dy

— = —¢y tdxy

dir. Burada a, b, ¢ ve d pozitif reel sayilardir [45].
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1994 yilinda Kuznetsov ve arkadaslar1 [43]’te Lotka-Volterra modelini kansere uyarlar. E(t)

immiin hiicrelerini ve T(t) de kanser hiicrelerini gostermek iizere

dE ET
E—s+pg?—mET—dE

(2.3)

% = aT(1 — bT) — nET

seklindedir. Burada s, p, g, m, d, a, n ve b pozitif parametrelerdir. Bu modelde p;% ifadesi

Mchaelis-Meten olarak bilinmektedir ve tiimor popiilasyonun varliginda immiin sistemindeki
hiicrelerin biiyiimesini tarif etmektedir. aT(1 — bT) ise b~! tasima kapasitesine sahip
Verhulst lojistik denklemidir.

Kuznetsov modeli 1998 yilinda Kirschner ve Panetta tarafindan gelistirilmistir [46]. Bu model

ET
g1+T

dE
(__CT—,leE‘i'pl +51

dat

ar
3 E=T2T(1—bT)—a

ET
g2+T

(2.4)

dc ET
L E=P2g_3+T+52_ll3C

seklinde olup bu modele iiglincii bir popiilasyon eklenmistir. C(t) popiilasyonu cytokines
olarak adlandirilan bilgi gonderen molekiillerdir.

[47]’de M(t) timor hiicresinin yogunlugu, N(t) savasan (avlayan) hiicreler ve Z(t) de

beklemede, dinlenme halindeki hiicreler olmak tizere
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(A _ _ MY _
0 = g+ rM(t) (1 kl) aM ()N (t)

4 O = BN(©Z(1) — dyN (D) (2.5)

az(t) _ Z(t)

a0 (1 - k—) — BN(OZ (1) — dZ(1)

seklinde bir popiilasyon modeli olusturulmustur. Burada r tiimor hiicresinin popiilasyon orant,
g normal hiicrenin malignant hiicreye donlismesinin orani, a avci hiicreler ile tiimor hiicreleri
arasindaki iliski, B dinlenme halindeki hiicrelerin avci hiicrelere donlismesi, d; avci
hiicrelerin dogal Oliimii, s dinlenen hiicrelerin popiilasyon orani, k; tiimor hiicrelerinin
maksimum tasima kapasitesi, k, dinlenen hiicrelerin maksimum tagima kapasitesidir.

Benzer tiimor- IS i¢ ¢ekigsmeli modeller [48-52]’de goriilmektedir.
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3. LESSLIiE MODELI iLE GOGUS KANSERININ MODELLENMESIi VE
KARARLILIK ANALIZI

Kanser, hiicrenin anormal biiylime gosterdigi ve bu sebeple kontrol altina alinamadigi i¢in
diinya genelinde oliimlere neden olan hastaliklarin basinda gelmektedir. Maalesef kanser
tedavisi heniiz elementer diizeydedir ve ancak erken teshis asamasinda basari
kaydedilmektedir. Bu sebeple kanser hastalig1 sadece tip ve biyoloji gibi bilim dallarini degil,
uygulamali matematik ve bilgisayar miithendisliginin de ilgisini ¢eken bir konu olmustur.
Bilim diinyasinin son zamanlardaki ortak kanisi, bazi problemler veya konularin ¢dziime
kavusmasi i¢in tek bir bilim dalinin yetersiz kaldigi ve disiplinler arasi1 ¢aligmalarin tesvik

edilmesi gerektigi seklindedir.

Bu calismada insanlarda gdgiis kanser mekanizmasini anlayabilmek i¢in genetik etki, yas ve
benzeri faktorleri dikkate alarak Lesslie asamali model tasarladik. Burada ayrica, kadinlarda
menopoz evresinden Once terapinin hormonlara olumsuz etkisi incelenmistir. Mathematical
Bioscience dergisinde 2014 yilinda yazilmis olan bir ¢alisma, kadinlarin 45 yas Oncesi ve
sonrast olacak sekilde gogiis kanser modeli ve tedavisini modellemistir. Buna gore, t < 45

olmak iizere diferansiyel denklem sistemi

(G =y (1 - R S (0
dyﬁt(t) = wY1(6) + y2Ya(t) — p2 Y2 (6)

< deS_t(t) = Yo (t) + y3Y3(t) — ps¥3(t) (3.1)
dyé‘ft) N D AORSAACEINA)

“ dyds—t(t) = Yy (1) + ysYs(t) — us¥s(e)

vet > 45 icin

13



ay.
( — =y, Y1) — 11 Y1 (2)

dt
d?u(t) = w1 () + 7Y () — 1Yo ()
< deS—t(t) = Yo () + y3Y3(t) — usYa(t) (3.2)
diﬁ—ft) = U3Y3(t) + ¥a¥a(t) — s Ya(0)
kd)st(t) = ¥y (8) +ysYs(t) — psYs(t)

dir.
Bu denklem sistemleri pargali siirekli argiimanli diferansiyel denklem sistemlerine
dontistiirtildii ve gecikme zamani ile erken teshis agsamasi dikkate alindi.

Analiz edilen pargali siirekli argiimanli diferansiyel denklem sistemi

(G =y (e (1 - PR B — v, (1e])
dt K
220 = Y (1D + v Yo (1D — Y (12D
‘ DO _ Yo (IED + 7Y (1eD) — s ¥ (D) (33)
dYé;t(t) = usYs([t]) + ya Yo ([t]) — pa Yo ([t])
L 2O = Y (D) + ysYs(LeD) — psYs (D)
vet > 45 i¢in
( e A AG R A())
220 = Yy ([eD) + v2 Yo (18D — Yo (L)
95O _ Vo TED) + ¥ (IED — s (ID) (3.
2O — Yy ([ + 7Y (IeD) — paYa (L)
(259 = 1Y, ([eD) + s Ys (D) — s Ys(IeD)

dir. (3.3) ve (3.4) denklem sistemleri tiimor popiilasyonunun belirli yogunluga erigsmesi
durumu ve erken teshis asamasi olmak iizere iki asamada incelenmistir. Erken teshis

asamasinda t zamani i¢in Allee fonksiyonlar: sistemlere dahil edilmistir.
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4. GOGUS KANSERI ILE iLAC TEDAVI SURECININ MATEMATIKSEL MODELI
VE ANALIZLER
Bu c¢alismada tasarlanan differansiyel denklem sistemi kemoterapi tedavisi siirecinde tiimoriin
bliylimesini tariff etmektedir. Bu durumda glial hiicreleri , kanser hiicreleri, noronlar ve
kemoterapik tedavi arasinda bir ¢ekisme yasanacaktir. Yani, hassas tiimor hiicreleri direngli
timdr hiicrelerini iiretecektir, ki bu tiimorler ilaglara karsi daha direngli yapilardadirlar.
Calismamizda, ilk once sistemin denge noktasinin yerel ve global kararliligini inceleyecegiz.
Bunun i¢in Shur-Chon Kriteri’nden ve Lyapunov fonksiyon yapisindan faydalanacagiz. Daha
sonra timor hiicre popiilasyonunun soniimlii salinimli davranig gosterirken glial hiicreler,
noronlar ve kepoterapi siirecinin kararli kalmasi durumunu inceledik. . Sistemin bifurcation
yapilar1 incelendiginde bir Neimark-Sacker 0©zelligi gosterdigi goriilmistiir. Niimerik

calismalar teorik calismalar1 desteklemistir.

Bu olay asagidaki denklem sistemi seklinde agiklanmustir:

(5= 16K — @GO — %6(ID) - kEOSUD - wsE ORI - A22ZED
= PS(O + 1250 (K, — B1S® — B2S(IHD) — iSOG — pSOR(LED) — 220
. i—i{ = r3R( (K3 — y1R(®) — y,R([t])) — e ROG(IED + pSIEDHR(D) — %
k £ = 0 — w0, C(t) — w,C(ItD),
(4.1)

Bu kisimda (4.1) denklem sisteminin yerel kararliligimi inceleyecegiz. t€ [n,n+ 1)

araliginda n=0,1, 2,... ve t = n + 1 olmak {izere (4.1) denklem sistemi
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p _ G(n)é,
G(n + 1) NG G(m))e~¢1+ayr;G(n)
_ S(m)é,
S(n+1) = (&2—B172 S())e~$2+B1r,S(n)
! Rm+1)= e o

"~ (&-y1rs R(n))e~$3+y r3R(n)

N(n+1) = N(n)e%s

(C0nt 1) = Ciees + 22250 (1 — o)

seklindedir. Burada,

- P C(n)
§, =Ky —aprG(n) — pyS(n) — pzR(n) — K1+—G(n)

pP,C
& =p + K, — B,yrS(n) — u,G(n) — pR(n) — KZZ—i_—ggl)
p;C

£ = 13K5 — arsR() = Gl + pS(n) — £ 1_52?71)
§4 = 0G0+ DH(=G(n + 1)) — 06 H(-6 ) - 2505

dir.
Bundan sonra, ¢&;,&,,é3, &4 Vve w, sifir olmayan degerler olarak kabul edilecektir. (4.1)
denklem sisteminin global kararliligini incelemek igin (4.2) denklem sistemini analiz etmeye
devam edecegiz.

g—w

Oncellikle istenilen durum olan A; = (0,0,0,0,w—z) denge noktasi iizerinde ¢alisalim.
1

Belirtilen denge noktasi lizerinde lineerlestirme ile

( (—ayry + PLCKT?) + (aury + ayry — Py CK2)e(nKa=PiCKTY)
U, =
! 0Ty
‘ul(e—(rlKl—Plc_Kfl) _ 1)
uz ==
04Ty
9 us (e~ (F1=PiCKTY) _ 1)
u3 =
oyry
u4 - 0
Py (e"(Knek) )
Us =
\ oyry

16



Fp—1
( #2<e—(p+T2K2—P2CK2 )_1)
Ul =

Birz

_ (—Bzrz+P26K2_2)+(81r2+B2T2—P26K2_2)e
Birz

< p(e—(p+T2K2—P26K51)_1)

V3 =

—(p+T2K2—P2€'KEl)

()

=1
Psz_l(e'(p”ZKZ‘PzCKZ )—1)

\ Vs = Birz ’

( u4(e_(r3K3‘P3EK51)-1)
ll =

Yir3
P(l—e_(r3K3_P3EK?T1))

l2:

(
YiTs
< =2 1 —2 —(T3K3—P3CK§1) 4
l _ (—VZT3+P3CK3 )+(Y1r3+V2r3—P3CK3 )e
. l

Y1r'3

l4_ =0
~r—1
P3K3_1<e—(1‘3K3—P3CK3 )_1)

Y1r'3

\ ls =

elde edilir. Bu durumda A, = (0,0,0,0, U;wz) denge noktasinin karakteristik denklemi
1
A, = e PaCKL" ) = gm@1 (4.3)

Ve

B+ (uy + v, — 13)2%2 + (upvy + v3l, +ugly — ugv, — ugls — vyl3)A

+ulvzl3 - ulvglz - u2v113 + qu3ll + U3v112 - U3v2l1 = 0 (44)

dir. Eger 0 > w, ise, bu durumda (4.3) denklem sisteminin karakteristik denkleminin mutlak

deger kokleri bir’den kiiciiktiir.

Teorem 4.1. A noktasi (4.2) denklem sisteminin denge noktasi olsun. puy = sz, pu, <p ,

0 > w, ve (2.2) saglansin. Eger

= +a,m—PCKT %) —uaus
> In (p(a1r1 271 _1 1 ) 4.5
1 p(azri—P1CKy?)—pizus (4.5)
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= #3(B1r2+ﬁ27”2—P2C_K2_2)—ﬂ1P) B1ra+B212—P,CK; 2 —p
= = = 4,
EZ > n ( 13 (B2r2—P2CK3%)—psip In ( Bar2—P,CK;2—p )' ( 6)

5;_ S In (Y1r3+V27’3—P3C_K3_2—#4) (4 7)
3 Y2r3—P3CK3%—puy .

ise, bu taktirde A; denge noktas: yerel asimptotik kararlidir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

.. —(az+o;—1)r Ky +VA = g— . . )
Simdi de A, = ( (@2 toq — Dk ,0,0,N,Z wz) durumu dikkate alinsin oyle ki a5, + oy >
2(0(2+oc1)r1 w1
Pi(o— . . . . .
1,r; > % ve g > w, olsun.(4.2) denklem sistemi civarinda lineerlestirme ile
181
ru — (—a2r1+P1C=K1_2)+(ot1r1+a2r1—P1€=K1_2)e_ﬁ ( _ Hz(e_i—l)
1 I U]_ - Blrz
_ “1(8_51_1) _ (—ﬁ2r2+P2C=K2_2)+([31r2+B2T2—PZC='K2_2)6_G
uz = UZ -
ol Birz
4 e = u3(e_a—1) 4 e = p(e‘a—l)
3 Iy 3 B1rz
u, =0 v,=0
Pk (e=%1-1) PoK;(e~%2-1)
Uy = —————~ Ve = — 7
\ 5 agry \ 5 Birz
( Hq e=33-1
el
Yirs ( m; =0
l p(1-e7%3) my; =0 hy =0
2 = )/11‘3 m3 e 0 h’Z = 0
] (—)/21'3+P3(,EI(3_2)+(ylr3+)/21”3—P3(,EK3_2)(2_G )\ _ % P,CN h; =0
I3 = my=e*+ |1+ — =0
Y1Tr'3 (K4+N) t 4 =
l,=0 PN he = e %1
4 _ | ms = — 2 eSs 5
l P3K3'1(e‘53—1) Ks+N
\ 57 Y1T3

g

“(@aton Dk +\/Z, 0,0, N,Z=22) denge noktasinin karakteristik denklemi
1

olmak iizere A, = ( 2(az+aq)ry @

— == __P4C ==
A = el (1 L _PaCR ) — o Kath (1 +ﬂ>, A, = e~ (4.8)

(Ky+R)° (Ky+7)°

ve
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/13 + (ul + Uz - 13)12 + (qul + U3lz + ugll - u1v2 - u1l3 - v2l3)7\

+ulvzl3 - u1v3lz - qull3 + qu3ll + U3U112 - u:gvzll = 0 (49)

seklinde bulunur.

Egero > w, ve .y (1 + LalN ) < 1ise, bu taktirde (4.8) karakteristik kokiin mutlak
PyC (K4+N)

degeri 1’den kiiglik olacaktir.

Teorem 4.2. A, noktasi, (4.2) denklem sisteminin denge noktasi olsun. Ayrica pq; = s,

Uy < p ,0 > w, Ve K;+C=,N- In (1 + (15461%2) < 1 saglansin. Eger
4 4+
= p(a1r1+a2r1—P15K1_2)—u2u3
El > ln( p(azri—P1CKT%)—paus >' (4'10)
= #3(B1r2 +ﬁ27"2—P25K2_2)—ﬂ1P) _ Birz+Par2—P,CK5%—p
§2> ln( ps(Bara=P,CK32)~p1p - ln( Bara=P,CK32~p )' (4.11)

f_ > In (Y11‘3+V27‘3—_P35K3_2_I«L4) (4 12)
3 Y2r3—P3CK3%—puy '

ise, bu taktirde A, denge noktasi yerel asimptotik kararlidir.

Ispat. Bu teoremin ispat: okuyucuya birakilmustir.

Teorem 4.3. Teorem 4.1’in kosullari saglansin ve A, ‘de (4.2) denklem sisteminin denge

noktasi olsun. Ustelik

P C
[ a;r;G(n) > ;K — apr;G(n) — p3S(n) — pzR(n) — K11+(§7(11’)l)
P,C(n)
BirzS(n) > p + 15K; — BarzS(n) — 2G(n) — pR(n) — 2705
y1rs R() > 1r3K; — yorsR(M) — 1, G(n) + pS(n) — =250 5 (4.13)
K3+R(n)
PysC(n)
6G(n+ DH(—G(n+1)) — 06 (mH(-6(m) — 1
\

kosullar1 saglansin. Eger
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C(n) < ¢ =222 (4.14)

w1

ise, bu taktirde A; global asimptotik kararlidir.

Proof. Bu teoremin ispat1 i¢in  V;(n) Liapunov fonksiyonunu goz 6niine alalim (n=0, 1, 2,

...ve i=1,2,3,4,5) oyle ki

V;(n) = G*(n), Vo(n) = S?(n), V3(n) = R?*(n), V,(n) = N2(n), V5(n) = (C(n) — C)?
(4.15)

olsun. (3.3) ¢ozlimlerine uygulanan fark ile

( AV;(n) = (G(n+ 1) — G(n))(G(n + 1) + G(n))
[  AV,(n) = (S(n+ 1) —S())(S(n + 1) + S(n))
{ AV(n) = (R(n + 1) — R())(R(n + 1) + R(n)) (4.16)
L AV,(n) = (N(n+ 1) = N(n))(N(n + 1) + N(n))
AVs(n) = (C(n+ 1) — C(n))(C(n + 1) + C(n) — 20).

yazilabilir. (4.16)’deki kosullar G(n),S(n), R(n) ve N(n) fonksiyonlarinin kesin azalan ve
C(n)’nin kesin artan olmasin1 saglar. Bu durumda,

Gn+1)<G(),S(n+1) <S(n),R(n+1) <R(n) ve N(n+ 1) < N(n) incelemek
global kararlilik i¢in yeter kosul olacaktir.

C(n), fonksiyonunun artan olmasi tedavi siirecinde ilacin dozunun artacagini gostermektedir.

Boylece, C(n+ 1) > C(n) elde edilir. Buradan ise C(n+ 1) + C(n) — 2C < 0 esitsizligi

(14 e~91) (C(n) - "‘“’2) <0, (4.17)

w1

ve

C(n) <

g—W»
o (4.18)

1

i¢in saglanmakadir.
Teorem 4.4. Teorem 4.2’nin sartlar1 saglansin ve A, , (4.2) denklem sisteminin denge

noktasi olsun.

Kabul edelim ki
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P1C 26-G
(alrlG(n) <r;K; —apryG(n) — gy S(n) — uzR(n) — K11+G(?T)l) < ln( G(ngn))
B1r2S(n) > p + 2Kz — B2r2S(n) — 42G(n) — pR(n) — 12255(2) >0
PsC (4.19)
y17r3 R(n) > r3K3 — yor3R(n) — pyG(n) + pS(n) — 1@1—157(?1) >0
PyC(n) 2N-N(n)
\ 0G(n+ DH(—G(n + 1)) — 0G(H(-G()) — Kot N() ln( N(n) )
saglansin. Eger
Gm)>GNm) >N  ve cn) < C (4.20)

ise, bu taktirde A, global asimptotik kararlidir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmustir.

Teorem 4.5 {(G(n),S(n),R(n),N(n),C(n))}o=, , (4.2) denklem sisteminin bir pozitif

¢Oziimi olsun. n=0,1,... i¢in

([ oyr;G(n) < 1r;K; — oyr; G(n) — p;S(n) — usR(n) — KI::_C_G(Z)L)
B1r,S(n) < p + r,K, — Bor,S(n) — u,G(n) — pR(n) — IZC—S(Z)
9 y1r3 R(n) < r3K3 — y,rsR(n) — u,G(n) + pS(n) — % >0 (4.21)
0G(n+ 1)H( G(n+ 1)) HG(n)H( G(n)) < KPiCI\(]?:L)

kosullarinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda (4.2) denklem sisteminin biitiin

¢cOziimleri
p+rz2K;
G(n) e( ) S(n) € ( B—r) R(n )e( )/1)' (4.22)
N(n) < N(0)eRs 2= CD(5?) (4.23)
ve
C(n) = C(0)e w1 4 T2 =¥ e~=Dw1 < C(0)e ™1 4 "w‘—“gz (4.24)
1
araligindadir.
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Ispat. Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

Teorem 4.6. {(G(n),S(n),R(n),N(n),C(n))};~, , (2.1) denklem sisteminin bir ¢oziimii

olsun. {G(M) }ozo, IN(M) }ozy Ve {C(n)}iL, pozitif kalmak tizere, eger

_ _ _ _ P,C(2n) S(2n-1)
B112 S(2n) < p + ryK, — BLryS(2n) — u,G(2n) — pR(2n) Grs@n) <lIn (—S(Zn) )

(4.25)

ve

P;C(2 R(2n-1
yir3R(2n) < r3K3; — y,r3R(2n) — 4, G(2n) + pS(2n) — KjT((zni) <lIn (%) (4.26)

ise, bu durumda {S(n)};~, ve {R(n)}y=, ¢oziimleri (2.1) denkleminde séntimlii salinimli
davranig gosterir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmustir.

Bu boliimde (4.2) denklem sisteminin bifurcation yapilarini analiz ettik ve bunun i¢in Schur-

Cohn Kriteri’nden faydalandik, Simdi
A=A+ a, A"+ +aq (4.27)
olsun.

Teorem 4.7. [24] A karakteristik poinomunun biitiin kokleri agik birim diskin igindedir,
ancak ve ancak

@ A(1)>0ve (-1)"A>0

(b) D;* > 0,D;* > 0,Ds* >0,..,D,.," > 0,D,,_,~ = 0(n cift oldugunda) or
D,*>0,0,*>0,D,*>0,..,D0,,_,7 >0,D,_;, =0 (ntek oldugunda)

Bu durumda Neimark-Sacker bifurcation mevcuttur.
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0—W3

Teorem 4.8. (4.2) denklem sisteminin bir denge noktast A; = (0,0,0,0, ) olsun. Ayrica

w1

Kabul edelim ki Teorem 4.1’in sartlar1 saglansin. Bu durumda (4.2) sistemi Neimark-Sacker
bifurcation yapis1 gosterir.
Ispat. Teorem 4.1°de (a) kosulunun saglandigini gostermistik. Neimark-Sacker bifurcation
olabilmesi i¢in ayrica D,* >0 ve D,” = 0 oldugunu gostermeliyiz.
Simdi

D2+ = (1+a1)_a0(a2+a0) == 1+a1_a0a2_a(2) > 0 (428)
ve

D2+ = (1_a1)+a0(a2_a0) = 1_a1+a0a2_a(2) :0 (429)
olsun. (4.28) ve (4.29)’dan

a, > aya,, (4.30)

Yazilabilir. Buradan ise

qul + V3lz + U3l1 - u1v2 - ullg - 17213

> (ulvzl3 - ulvglz - qullg + qu3ll + u3v1l2 - U3v2l1)(ul + vz - l3) (431)

elde edilir. Boylece a; >0, ay < 0 ve a, > 0 oldugu ispatlanmisti. Bu ise, Teorem 4.1’in

kosullarinin Neiman-Sacker bifurcation yapisi gosterdigini ispatlar.

—(a2+a1—1)r1K1+\/Z, 0,0, ﬁ, a—wz)

2(az+oaq)ry wq

Teorem 4.9. (4.2) denklem sisteminin denge noktast A, = (

olsun. Ayrica, Teorem 4.2’nin sartlari saglansmm. Bu durumda (4.2) denklem sistemi

Neimark-Sacker bifurcation yapis1 gostermektedir.
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