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OZET

Bu c¢aligmada, GB ve GBM beyin tiimoriiniin popiilasyonlar1 kesirsel diferansiyel denklem ve
denklem sistemi seklinde tasarlanmig, ve bu modellerin belirli popiilasyon yogunlugu i¢in
kararlilik analizi yapilmistir.

Timor popiilasyonun ilag etkisinde yok olmasi asamasini incelemek icin denkleme ve
denklem sisteme Allee fonksiyonu eklenmistir. Simiilasyon c¢aligmalar1 Allee etkisine sahip
olmayan modelin pozitif bir denge noktasi civarinda kararlilik gosterirken, Allee etkisine

sahip olanin sifir denge noktasina asimptotik kararli bir davranis gosterdigini vermistir.

Anahtar Kelimeler: Kararlilik Analizi; Allee fonksiyonu; Kesirsel Mertebeden Diferansiyel
Denklem/ Denklem Sistemi, Varlik ve Teklik



ABSTRACT

In this study, we construct the brain tumors GB and GBM by using the fractional order
differential equation / differential system tools and investigated the stability cases of these
equations.

Fort he extinction phenomena of the tumors, we embed Allee functions to the equations/
systems. Simulation studies have shown the equations without Allee effect gave a stability
around the positive equilibrium point, while equations with Allee effect have shown an
asymptoci behavior to the extinction equilibrium point.

Key Words: Stability Analysis; Allee functions; Fractional Order Differential Equation /
Differential Systems, Existence and Uniqueness



1. GIRIS/ AMAC VE KAPSAM

Glioblastoma multiforme (GBM), beyin tiimorleri igerisinde Oliimlere neden olan en
tehlikeli kanser tiiriidiir. GBM tedavisi igin tipik bir yaklasim, cerrahi miidahaleden sonra
kemoterapi ve radyoterapiye bas vurulmasidir [1]. Basta monoklonal kokenli bir tiimor olarak
tespit edilen GBM, zaman igerisinde farkli biiyiime oranina ve ilaca karsit direncgli
poplilasyonlar tiretmektedir. Bu durum ise tedavi siireci i¢in miithis bir engel teskil etmektedir
[2-5]. Matematiksel modelleme yaklagimlari, tiimorlerin tedavi siirecinde laboratuar
calismalarin1 destekleyici farkli bakis agilart sunmasi nedeniyle biiyiik 6nem arz etmis ve
bircok aragtirmada yer almistir [6-16]. Bu diisiince dogrultusunda, model olusturma
calismalar1 incelendiginde, timér yogunlugundaki (veya yogunluklarindaki) artis ile ilag
etkisi gibi problemlerde diferansiyel denklemin (veya diferansiyel denklem sistemlerin)
dikkate alindigi goriilmiistiir. Fakat, 1982 yilinda Busenberg ve Cooke, siirekli ve ayrik
zaman goOz Oniine alinacak sekilde hibrit denklemlere (veya sistemlere) odaklanilmasini
saglamiglardir [17]. Bu dislinceye gore, Ortiisen jenerasyonlar (overlapping generation) igin
stireklilik (diferansiyel denklem) arz eden bir durum mevcut iken g¢evresel olaylarin etkinligi
stirekli olmayabilir. Bu yaklasimi GBM tiiméri igin uyarladigimizda, hassas tiimor hiicreleri
belirli bir yogunluga ulastiktan sonra direngli tiimor hiicreleri {liretmekte ve bdylece model
olustururken tiimoriin evreleri dikkate alinmalidir. Bununla birlikte, ilag tedavisi de belirli
zaman araliklarinda uygulanmaktadir ve bdylece ilacin tiimore etkinligi de siireklilik arz
etmemektedir. Bu ve benzeri faktorler, parcali siirekli arglimanlar gibi hibrit sistemlere
odaklanilmasma yol agmuigtir [18-23]. Bununla birlikte, kesirsel mertebeden diferansiyel
denklemlerin adi diferansiyel denklemlere kiyasla biyolojik olaylar1 aciklamada daha gergekei
sonuglar verdigi caligmalarda goriilmiustiir. Adi diferansiyel denklemlerle yapilan
modellemeler, kesirsel mertebeden diferansiyel denklem veya sistemlere uyarlandiginda
biyolojik yapilar ile daha belirgin uyumluluga rastlanmistir [24-30].

Diger taraftan, diisiik yogunluktaki popiilasyonlar i¢in 1931 yilinda Allee tarafindan tespit
edilen ve Allee fonksiyonu olarak bilinen bir ¢alisma dikkat ¢ekmistir. Buna gore, lojistik
denklem yapisina sahip matematiksel modellemeler, popiilasyonun diisiik yogunlukta olmasi
halinde gergek veriler ile tutarsizliga sahip olmustur. Allee fonksiyonun modele
uyarlanmasiyla popiilasyonun diisiik yogunluga sahip oldugu durumlarda da modelden elde

edilen sonuglar ile veriler arasinda uyumluluk elde edilmistir [31-37].



Glioblastoma Multiforme (GBM), beyin tiimorleri icerisinde 6liimlere neden olan en tehlikeli
kanser tiiriidiir ve bu tiimor tirli dort evrede degerlendirilir. Birinci evre igin cerrahi
miidahaleler genelde olumlu sonuglar verirken, diger evrelerde cerrahi miidahaleye ek olarak
kemoterapi ve radyoterapiye ihtiyag duyulmaktadir. Genel olarak, baslangic evresinde
monoklonal olarak goriilen bu beyin tiimorii ilerleyen evrelerde farkli biiyiime oranlarina
sahip alt popiilasyonlar iiretmektedir. GBM’de farkli direnglere sahip tiimor popiilasyonlarina
rastlanmasi olayi, uygulanacak ilacin da tiimdrde farkli etkiye sahip olacagi anlamim
tagimaktadir. Bu sebeple, multi-klonal yapili tiimor tiirlerin tedavi siireci baska disiplinerin de

dahil olmasi gerektigi bir problem ve ¢dziim arayisi olmustur.

Son 20 yilda tiimor popiilasyonu ile ilgili bir ¢ok dinamik modelleme ¢aligmalar: yapilmistir.
Monoklonal tiimdr hiicresinin yogunlugu icin lojistik diferansiyel denklemler dikkate
aliirken, timor ve IS ile i¢ ¢ekismeli model ¢alismalarinda Lotka-Volterra modelinin esas

alindigr goriilmistiir [38-53].

Biyolojik modeller olusturulurken, bunlarin jenerasyonlari Ortiisen veya Ortlismeyen
popiilasyonlar olup olmadiklarma gore tasarlandigi goriilmektedir. Buna gore,  bir
popiilasyonun jenerasyonlar1 Ortiismiiyor ise fark denklemlerden faydalanilirken, ortiisiiyor
ise diferansiyel denklemler g6z Oniine alinmistir. Ancak, kesirsel mertebeden diferansiyel
denklemlerin adi diferansiyel denklemlere kiyasla biyolojik olaylar1 agiklamada daha gergekg¢i
sonuglar verdigi ¢alismalarda gorlilmistiir. Adi diferansiyel denklemlerle yapilan
modellemeler, kesirsel mertebeden diferansiyel denklem veya sistemlere uyarlandiginda

biyolojik yapilar ile daha belirgin uyumluluga rastlanmustir [18-30].

Bu diisiinceler dogrultuda, GBM tiimériiniin gelisim siireci ve tedavi asamalar1 gozden
gecirilerek modeli kurulacaktir. Modelde once i¢ ¢cekisme olmaksizin bir sistem insa edilecek
ve GBM ile ilgili gelisim verileri dikkate alinarak tutarliligi kontrol edilecektir. Daha sonra bu
model gelistirilerek ve GBM-IS i¢in yeniden diizenlenecektir. Tiimdriin diisiik yogunlukta
olmasi hali (erken teshis) icin yeni bir model tasarlanacaktir. Buna gore, diisiik yogunlukta ve
IS (immune system) ile bir i¢ ¢ekismenin olmadig1 model 6nce olusturulacak ve kararlilik
analizi yapilacaktir. Daha sonra diisiik yogunlukta ve IS ile i¢ ¢ekismeye sahip model insa

edilecek ve kararlilik analizinde bulunulacaktir



Anilan ¢alisma 24 ay siirmiis olup, asagidaki sekilde bir ¢aligma takvimi izlenmistir;

1.
2.

Laboratuar verileri incelenecek ve buna gore GB ile GBM tiimorii modellenecektir.
GBM’in yogunluk analizi yapilacak ve hangi yogunluk araligina sahip olmasi
durumunda Allee fonksiyonunu i¢eren modelin kullanilacagi, hangi yogunluk
araliginda ise Allee fonksiyonunu igermeyen modelin dikkate alinacagi tespit
edilecektir (Erken teshis ve belirli bir yogunluga sahip tumér yogunlugu icin ayr1
model kullanilacaktir).

Modellerin kararlilik analizleri yapilacaktir ( yerel ve global kararlilik).

Uygulanan ilacin etkisi ile timor biiyiimesi arasinda iligki tespit edilecektir.



2. GENEL BILGILER

Matematiksel modelleme yaklasimlar1 tiimdrlerin  tedavi siirecinde laboratuar
caligmalarin1 destekleyici farkli bakis acilar1 sunmasi nedeniyle biiylik 6nem arz etmis ve
bir¢ok arastirmada yer almistir [6-16].

Tiimdr popiilasyon ¢aligsmalari icinde en iyi bilinen model Gompertz modelidir. Burada

V =V,exp (% 1- exp(—Bt))), (2.1)

olmak iizere V tiimér yogunlugunu, t de zamani, V,, t=0 anindaki baslangi¢ tiimor
yogunlugunu, A ve B de parametreleri tarif etmektedir [8].

Panetta [7] iki alt popiilasyona sahip bir model gelistirmistir:

dx

- (7"1 - d1(t))x

at

(2.2)
2 = bidy (Dx + (1, — dy(0))y

olmak tizere x duyarl (sensitive) hiicrelerin popiilasyonunu, y direncli (resistant) hiicrelerin
popiilasyonunu, r; Ve r, sirasiyla biiyiime oranlarini, d, ve d, parametreleri de her bir ilacin
tiire olan etkisini vermektedir.

Birkhead ve arkadaslari1 [8] benzer bir ¢alismada, devirli (¢ogalma) ve bekleme (uyku
hali) tiimor hiicrelerinden olusan modellemeyi incelemislerdir. Bu modelin Panetta’nin
modelinden farki, duyarli hiicrelerden direngli hiicrelere doniisiim mevcut iken devirli ve
bekleme halindeki tiimorler arasinda doniisiimlerin karsilikli olmasidir.

Ayrik zaman dikkate alinarak tek tiirden olusan popiilasyonlarin modellenmesi May
[37], May ve Oester’de [38] goriilmektedir. Burada K popiilasyonun tagima kapasitesi, r de

bliylime orani olmak iizere

dx(® _ XD
T = rX(t) {1 K }; (23)

diferensiyel denklemi g6z Oniline alinmis ve elde edilen fark denklem c¢oziimiiniin global

davraniglar1 incelenmistir. Yillar boyunca bu diistinceden hareketle parametrelere bagli olarak
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belirli lojistik denklemler olusturulmus ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin davranislar
incelenmigtir. N(t) popiilasyon yogunlugu, r, a ve b pozitif reel sayilar ve te(0,»0) olmak

tizere bir tiiriin popiilasyon modeli

dN(t)

= rN(D{1 —aN(t) — bN([tD)}, (2.4)

diferensiyel denklemi seklinde temsil edilmis ve (2.4) denkleminin pozitif ¢éziimlerinin
global davranisini incelenmistir [23].

Benzer sekilde [18]’de t>0, a, By, B1 ve r pozitif reel sayilar olmak tizere

2O = rx(6) (1 — ax(t) — Box([tD) — Byx([t — 1)) (25)

e [21]°de a, By, Bl,yl,yl ve 1 pozitif reel sayilar, t € [0, c0) olmak {izere

dx(t)

x(O{r(1 — ax(t) = Box([t]) — B1x([t — 11)) + v1x([t]) + vox([t — 11D}  (2.6)

lojistik denklemlerin ¢oziimlerinin yerel ve global davraniglari incelenmistir.

1931 yilinda popiilasyon modelleri i¢in 6nemli bir arastirma, Allee’nin diisiik yogunluktaki
popiilasyonlarda popiilasyon oraninin azalmasi ile ‘Allee etkisi’nin olustugunu gostermesi idi.
Lojistik modeller, yogunlugun artmasiyla birim bilylime oraninin monoton azaldigimi kabul
ederken, Allee etkili popiilasyonlarda yogunlugun artmasi ile birim biiylime oraninda artis, bir
maksimum degere ulasma ve daha sonra azalmanin oldugu tespit edilmistir. Bir ¢ok teorik ve
laboratuvar ¢aligsmalar1 kiiciik popiilasyonlarda Allee etkisinin 6nemi {izerinde durmustur [31-

36]. Biyolojik sonuglar, Allee fonksiyonunun asagidaki sekilde tanimlanmasina yol agmaistir:
a) Eger N=0, bu taktirde a(N)=0,

b) N € (0, ) i¢in a’'(N) > 0,

) limy_,a(N) =1 [37].

Allee etkisini dikkate alan bir 6nemli ¢alisma [37]’de goriilmektedir. Burada,

Nipq = F(Nt' Nt—l) (2-7)

11



olmak lizere genel bir popiilasyon modeli dikkate alinmis, Allee etkili ile Allee etkisiz olmak
tizere pozitif denge noktasinin yerel kararliligi incelenmis ve simulayonlarla Allee etkisinin
Onemi gorsel olarak vurgulanmistir.

[54]’de M(t) tiimor hiicresinin yogunlugu, N(t) savasan (avlayan) hiicreler ve Z(t) de

beklemede, dinlenme halindeki hiicreler olmak tizere

(8= q+mm© (1-52) - aMON®
< dN(t) = BN(8)Z(t) — dN(t) (28)
kdz(tt) = sZ(t) (1 _ @) BN()Z(t) —d,Z(t)

seklinde bir popiilasyon modeli olusturulmustur. Burada r tiimor hiicresinin popiilasyon orani,
g normal hiicrenin malignant hiicreye donlismesinin orani, & avci hiicreler ile tiimor hiicreleri
arasindaki iligki, f dinlenme halindeki hiicrelerin avcir hiicrelere doniismesi, d; avci
hiicrelerin dogal o6liimii, s dinlenen hiicrelerin popiilasyon orani, k; tiimor hiicrelerinin
maksimum tagima kapasitesi, k, dinlenen hiicrelerin maksimum tagima kapasitesidir.

Benzer timor- IS i¢ ¢ekismeli modeller [55-60]’de goriilmektedir.

Bu proje calismasinda, 6zel olarak GBM beyin tiimorii {izerinde durulacaktir. Monoklonal bir
kokene sahip olan GBM’in zaman igerisinde multiklonal bir yap1 gdéstermesi daha oncede
analizlerimiz sonucu belirttigimiz {lizere tedavi siirecini gii¢lestiren bir durumdur. Bununla
birlikte, timor yogunluguna, hastanin viicut direnci ve tedavi siireci ile ilgili kademeli bir
caligmanin simdiye kadar yer almamis olmasi da bu ¢alismanin 6zgiin bir aragtirma olacaginin

da goOstergesi olmustur.

12



3. GEREC VE YONTEM

a)Planlanan g¢alismanin verimli olmasi i¢in disiplinler arasi ¢alismalar yapan merkezler ve
tniversiteler ile isbirligi i¢inde olmak gerekir. Bu anlamda Dubai’de Neurospinal
Hospital’dan timor vakalari ile ilgi veriler temin edilmelidir. Bununla birlikte Fransa’da
bulunan University of La Rochelle’deki arastirma merkezi 6nem tasimaktadir. Yurtdisinda
bulunan ve bio-matematik alaninda ¢alismalar1 bulunan Prof.Dr. Mokhtar Kirane, Dog. Dr.
Mohammed Hajji ve Do¢.Dr. Mohammed Al’Refai s6z konusu proje calismasina ilgi
duymakta ve g¢aligma siirecini yakinen takip edecekleri i¢in karsilikli bilgi aligveriginde

bulunulacaktir.

b)Mikrokozmda , yani laboratuar ortamda yapilmis incelemeler ve hasta verileri irdelenerek
GBM tiimorii ile ilgili ilk model tasarlanacaktir. Bu model, viicudun direng sisteminin etkin
olmadig1 ve belirli bir yogunluga sahip GBM tiimorii i¢in gecerli olacaktir. Bdylece higbir
miidahale olmadan tiimoriin dogal biiylimesinin ve sadece ilacin etkisi ile kontrol altinda
tutulmasinin modeli insa edilecektir. Bu model ayn1 zamanda baska hastaliklara sahip olup da
viicudunun direng sisteminin etkisinin olmayacagi hastalar i¢in uygun bir model olacaktir.
Kurulan model, pargali sabit arglimanli diferansiyel denklem sistemi seklinde olup kararlilik
analizi yapilirken diferansiyel denklemler ve fark denklemler teorisinden faydalanilacaktir.
Ayni konu i¢in ayrica bir kesirsel mertebeden denklem sisteminden olusan model
olusturulacaktir ve bu model i¢in de kararlilik analizi yapilacaktir. Analiz, pozitif bir kritik
noktaya sahip tiimor yogunlugu icin yapilacaktir. Elde edilen teorik sonuglar niimerik

caligmalar ve veriler ile gézden gecirilecektir.

c) Daha sonraki adimda, viicudun direng sisteminin tiimor ile miicadelesini dahil ederek
GBM-IS’den olusan bir i¢ ¢ekisme model olusturulacaktir. Burada tiimoriin hem viicudun
direng sistemi ile hem de ilag ile miicadelesi mevcut olacaktir. Bu model de hem parcali sabit
arglimanli diferansiyel denklem sistemi seklinde hem de kesirsel mertebeden denklem sistemi
seklinde modellenecek ve teorik analizi yapilacaktir. Elde edilen sonu¢ dogrultusunda
nliimerik caligmalar1 yapilip ilacin dozu ile tiimor biiyiimesi arasinda iliski tespit edilecektir.

Bu caligmalar yine hasta verileri ile mukayese edilecektir.

13



d)Timoriin erken teshis edilmesi halinde (b) ve (c) de olusturulan modeller dikkate alinamaz.
Bu sebeple GBM tiimoriiniin diisiik yogunluga sahip olmasi durumu i¢in model Allee
fonksiyonunun dahil edilmesi ile yeniden diizenlenecektir. Bu fonksiyon (b) ve (c) de
tasarlanmis olan modellere uygulanacaktir. Boylece, erken teshis olup ta hem GBM-IS i¢
cekismesi olmayan hem de GBM-IS i¢ cekigmesi olan hasta vakalari i¢in yeni modeller

tasarlanacaktir.

14



4. BELIRLi BiR YOGUNLUGA SAHIiP GBM TUMORUNUN MODELININ
TASARIMI VE MATEMATIKSEL ANALIZi

x(t) hassas tiimor hiicresinin yogunlugu ve y(t) direngli tiimor hiicresinin yogunlugu olmak

uzere

Dex(t) = px(t) + ryx(t) (Ry = Bix(®)) — yx(0)y () — dyx(t)
(4.1)

D*y(t) = rpy(t)(R, — ﬁﬂ’(t)) +yx(®)y(t) — dyy(t)

kesirsel mertebeden bir denklem sistemi tasarlanmistir. Burada p, ry, 75, Ry, R5, ,E{, B, v, d4

ve d, positive reel sayilar ve t € [0,1) dir. Olusturulan sistem, monoklonal (hassas timor
yogunlu) bir popiilasyonda baslayan bir tiimor yogunlugunun belirli bir yogunluga eristikten
sonra direngli tiimor hiicresini {iretmesini ifade etmektedir. Bu ¢alismada, negatif olmayan
denge noktalarinin kararhilik analizi {izerine durulmustur. Incelenen c¢alismada ayrica
baslangi¢ deger probleminin varlik ve tekligi irdelenmistir. (3.1) sisteminin sifir denge noktast
kararsi1z oldugundan, tiimor popiilasyonunun yok olmasini incelemek i¢in denklem sisteminde
belirli diizenlemeler yapilmistir. Nimerik calismalar denklem sistemi hakkinda ayrintili
bilgiler vermistir.

Oncelikle yapilan teorik ¢aligmalarda faydalanilan temel tanimlar verilecektir.

Tamm 4.1. f: R™ — R fonksiyonunun a > 0 mertebeden kesirsel integrali

IEF(0) = = [ (x — %' f (1) dt (4.2)

I'a)

seklindedir [20].

Tamm 4.2. [20] f: R* — R fonksiyonunun a € (n — 1,n) mertebeden Caputo tiirevi

DUf(x) = [F7"D"f(x), D= 42)

15



dir.

4.1. Kararhlik Analizi

(4.1) denklem sistemi géz Oniine alinsin. Bu sistemin denge noktasini bulmak igin

D% (t) =0
(4.3)
D%y(t) =0
dikkate alinmalidir. Sisteme &;(t) ve &,(t) ekleyerek denge noktasi civarinda
x(t) =% = () Ve y(t) =7 = &(t) (4.4)

seklinde perturbasyon yapilsin. Bu durumda, f(X,y) = 0 ve g(x,¥) = 0 oldugundan denge

noktasi civarindaki lineerlestirilmis sistem

D*Z =]z (4.5)

dir. Burada Z = (&,(t), &,(t)) ve

of(xy) 9f(xy)
ax ay

J =\ 00y 090Gy (4.6)
ox ady
olup C matrisi J’nin diagonal matrisi oldugundan B~1JB = C &zelligi mevcuttur ve
A4 0
c=(g /12> @.7)

seklindedir. A; ve A, eigen degerler ve B de j’nin eigen vektorleri olmak iizere

16



Diny = Ay
o on=|p] ven=87Y (4.8)
DiIn, = 231,

sisteminin  ¢Oziimleri  Mittag-Leffler fonsiyonlar1  seklinde ifade edilebilmektedir.

Matignon'nun sonucundan [21], |arg(4,)| > == ve |arg(;)| > = ise, bu durumda n, (¢) ve

n,(t) fonksiyonlar1 azalandir ve dolayisiyla &, (t) ve &,(t) fonksiyonlar1 da azalan olacaktir.
Bu durumda (4.8) sisteminin ¢oziimleri (&,(t), £,(t)) olmak iizere, eger bu ¢oziimler artan
fonksiyonlar iseler (x,y) kararsiz ve eger (&;(t),&,(t)) azalan ise (x,y) denge noktasi
yerel asimptotik kararhdir.

Bu bilgiler dogrultusunda 6ncellikle (4.1) denklem sisteminin denge noktalarini bulalim.

Denklem sisteminin denge noktasi

_ _ (12B1(p+711R1—d1) =Y (1R —d3) B171(r2Ry—dp)—y(p+711R1—d4)
= (0'0) Ve Hy = ( 1 r2ﬁ1E1+Y2 ’ 1 7‘231%‘*)’2 ) (49)

elde edilir. Eger

YRy+d1 1
1)

YRy +d1B1—DB1
- YRz+d1fr—phy (4.10)

di<p< B.R,

d
T'2>—2VE T1>
Ry

ise, u, denge noktasi pozitiftir.

3.2. Kararhhik Analizi

U, denge noktasi civarinda J(u,) Jacobien matrisi dikkate alinsin. Buradan, p; denge
noktasinin kararsiz oldugu sonucuna varilir.

Bu durumda her iki tiimoér popililasyonunun mevcut oldugu kararhilik analizi dikkate
alinacaktir. y, denge noktasi civarinda J(u,) Jacobien matrisinden

PO =22+ A4+ A, (4.12)

karakteristik denklemi elde edilir dyle ki
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A = (p+11R1—d1) (11 12 B1B1+72B1Y)+(2Ry—d2) (11 721 B1—T1B17)
1 71 721 B1+Y2

ve

A, = (rl T2ﬁ1F1—V2)(P+r1R1—dl)(rsz—d2)+7‘2,31)/(p+7”1R1—d1)2—7”1E1Y(7”2R2—dz)z
2 T 1281 81+Y?

dir.

Teorem 4.1. u,, (4.1) denklem sisteminin denge noktasi olsun. Burada d; < /:l—l;l d, <d,,
2P1

p+r1R1+d2—d1

2

R, > 1, <1, Ve By < fB olsun. Eger

4y 3y _ YRy+d1B1—P1p Y2
— V=< — 7 <N <=
1 B1(B1r2—Y)

d, Y
= < —_
3B1 B1 R1pB1

<1r<
Ry B1 2

ise, bu durumda

R2B1 |, d1B1  Bi(B1r2—y)(¥R2+d1B1)

+ >

B1yR2(B1r2—Y) 281 r2d2% 1B
> >R, > ‘ R, > ’—
3B 3y ¥2B1 ¥2B1 1 161 2 r1y?

ve

B1(B112=¥)(YR2+d1f1)—R1 B1Y> <p< ¥(B1R2—3R1B1)+P1B1d1
ﬁ1§1(ﬁ17'2—)’) ﬁlﬁi

olmak iizere (4.1) denklem sistemin u, denge noktasi yerel asimptotik kararlidir.

(4.1) denklem sistemi, pozitif baslangi¢ kosullar1 altinda incelensin. Bu problem

DAU(E) = AU(E) + x(£)BU(E) + y(£)CU(L), t € (0,T] ve U(0) = U,

olmak lizere
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x(0)

o =}

seklindedir.
Teorem 4.2. (4.13) baslangi¢ deger probleminin bir tek U € C*[0, T] ¢6ziimii vardir.,
4.3. Allee etkisi ile GBM tiimor yogunlugunun azalmasi

(4.1) denklem sistemine Allee esik degeri eklenerek

I( Dx(t) = f(x(t),y(¥)) = (px(t) + ryx(t) (R1 - E{x(t)) yx(®)y(t) — dlx(t)) (x(t) 1)
L DYy () = g(x(t), y(1)) = (ry(O)(Ry — Bry(®)) + yx(©)y(t) — dyy(¢)) (%:) - 1)

(4.14)

Teorem 4.1. (E,, E;) noktasi (4.14) denklem sisteminin esik degeri olsun. Asagidaki ifadeler
dogrudur.

(i) (Ey, E;) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir ancak ve ancak

d
P B p

L<E <— ve
1 0 B1

ﬂ

dir 8yle ki R; < Db (o Db

(i) (E,, E1)denge noktasi bir eyer noktasidir ancak ve ancak

< R, kosullar1 mevcuttur.

Ry
By

p—dq
< 2 < E, ve —<E ,
0 7

dir 6yle ki Ry < veR, < % kosullar1 mevcuttur.

(iii) (E,, E;)denge noktas1 kararsizdir ancak ve ancak
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E, € (0,%) U (%oc) ve E, < p‘le<

Ry
B1

dir oyle ki R; < ve R, > % kosullart mevcuttur.

Sonuc 4.1. (x(t),y(t)) noktast (3.14) denklem sisteminin bir pozitif ¢oziimii olmak iizere

x(t) < E, vey(t) < E; ise, budurumda lim,_ ., x(t) =0 ve lim; ., y(t) =0 dur.

Ornek (4.1) denklem sisteminin degerleri cogunlukla kaynakg¢adaki laboratuvar verilerinden

faydalanilmistir.

p | Duyarli hiicrenin doniisiim yogunlugu 0.192

R;| Duyarli tiimo6r hiicresinin ve negrotik 0.42  38%/3 = 4.704
bolgenintagima kapasitesi

R,| Direngli tiimdr hiicresinin tagima kapasitesi 0.11 * 38%/3 = 1.232

v | Duyarli hiicreden direngli hiicreye degisim y € [1075,1072]
orani

B, | Duyarh timér hiicresinin lojistik popiilasyon B, € [0.5,0.95]
orant

B, | Direngli tiimér hiicresinin lojistik popiilasyon B, €[0.05,0.2]
orani

d; | Duyarl tiimdr hiicresine ilacin etkisi 0.1

d, | Direngli tiimor hiicresine ilacin etkisi 0.001

Tablo 1 (4.1) denklem sistemi igin parametreler ve degerleri

Sekil 1°de (4.1) denklem sisemindeki duyarli ve direngli tiimor popiilasyonunun davranisi
goriilmektedir. Burada B, = 0.05, B, =051, ¥ = 0.01 ve baslangi¢ kosullar1 x(0) = 0.35 ve
y(0) = 0.25 dir. Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’de pozitif denge noktasinin global davranisi
incelenmistir.

Sekil 2°de duyarli timdr hiicresinden direngli tiimdr hiicresine degisim katsayis1 y = 0.00001
olarak alinmustir. Sekil 3 ve Sekil 4’te baslangi¢ kosullar x(0) = 0.35 ve y(0) = 0.25 ,
degisim katsayis1 ise sirastyla y = 0.01 ve y = 0.00001 olmak iizere tiiriin yok olusu
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goriilmustiir. Her iki grafik de Teorem’in kosullarini kanitlamigtir. Sistemin esik degeri
(Ey, E;) = (9.5,25) olarak belirlenmistir. Baslangi¢ kosullart x(0) = 10 ve y(0) = 25
olmak iizere aimptotik davranig gozlemlenmistir. Son olarak Sekil 5 ve Sekil 6’da mutasyon

katsayist y = 0.01 ve y = 0.00001 olmak iizere bifurcation diagrami ¢izilmistir.

Plot of x(t) and y(t) for r1=0.5

x(@®, y®

X®
r r r U

10 15 20 25
time (t)

Sekil 1

Plot of x(t) and y(t) for r,=0.5

x(®), y(t)

X(t) [
y(®)

time (t)

Sekil 2
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Plot of x(t) and y(t) for r1:O.5
0.35 : . . _

03F 1

x(), y()

x(), y(t)

x(®), y(t)

0.35

0.3

160

140

120

100

@
o

D
o

N
o

20

X(t)
o 10
10 15 20 25
time (t)
Sekil 3
Plot of x(t) and y(t) for r,=0.5
x()
U]
10 15 20 25
time (t)
Sekil 4
Plot of x(t) and y(t) for r1=0.5
\ : : : :
j 4
J
i xO ||
)
0 5 10 15 20 25
time (t)
Sekil 5
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x(t), y(t)

140

120

100

80

60

407
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Plot of x(t) and y(t) for r1=0.5

13 T

r r

—)

x@) [

10 15
time (t)

Sekil 6
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5. ERKEN TESHIS ASAMASINDA GB TUMORUNUN MODELININ TASARIMI VE
KARARLILIK ANALIZi

Bu c¢alismada monoklonal bir beyin tiimoriiniin ilaca kars1 yogunluk analizi yapilmistir.
Tasarlanan model kesirsel mertebeden bir diferansiyel denkleme karsilik gelmektedir. Burada
r timoriin bliylime orani, § popiilasyonun tasima kapasitesi ve y ilacin popiilasyona etkisi

olmak lizere denklem

D% (t) = x(t) [(r(l - ,Bx(t))) + yx(t)] (5.1)

seklindedir.

Oncelikle, @ € (0,1] olmak iizere

Dax(t) = f(x(®)) = x(t) |(r(1 = Bx()) ) +yx()], £ >0 vex(0) =x,, (5.2)

seklindeki baglangi¢ deger problem gbz Oniine alinsin. Burada (5.2) denkleminin kararlilik
analizi yapilacaktir. Denklemin denge noktasina u(t) eklenerek pertiirbasyon yapilmasi, yani
x(t) = ¥ + u(t) uygulanmasiyla

D*u(t)(t) = f'(Du(t),t >0 ve u(0) =x,—x (5.3)
elde edilir. (5.2) ve (5.3)’ten

D*u(t) = [r —2x(Br —y)]u(t), t >0 and u(0) = x, — x (5.4)

yazilir. Kararhilik analizi i¢in Oncelikle denklemin denge noktast bulunmalidir. Yapilan

_ r

hesaplamalardan (5.2) denklemin denge noktalarinin x; =0 ve X, = 5y

(r> % icin)

oldugu bulunur. Denge degerlerinin f'(x)'deki degerleri

fE) =7 Ve (&) =|r—22=(r-y|=-m, (5.5)
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seklinde elde edilir. Baslangi¢ deger probleminin ¢éziimleri bu durumda
D*u(t) = f'(ku(t) =ru(t), t >0 ve u(0) =xy—x; = xp (5.6)
ver > % olmak tizere

r

D*u(t) = f'(&ky)u(t) = —ru(t), t >0 ve u(0) = x, — 5y (5.7)
dir. Mittag-Leffler fonksiyonlar1 ise
u(t) = Bimo s 1(0) = By (rt®)u(0) (5.8)
ve
W(®) = Zino oy 10) = B (—rt*)u(0) (5.9)
dir.

Matignon’un sonucundan her bir |arg(eigen deger)| > % ise, bu taktirde u(t) azalan bir

fonksiyondur. Bu ise denge noktasinin yerel aimptotik kararli oldugu anlamini tagimaktadir.
Diger bir ifadeyle, eger eigen deger negative ise, denge noktasi yerel asimptotik kararhdir,

eiegn deger pozitif ise denge noktas1 kararsizdir.

Bu durumda x; = 0i¢in A = f'(x;) =r > 0 olup X; kararsizdir. x, = Tﬁ%y denge noktasi

ise 4 = f'(x,) = —r < 0 oldugundan yerel asimptotik kararlidir.

[0,T], T <o ve C([0,T]) ise [0,T]’de tamimh siirekli fonksiyonlarin bir smifn1 gostersin

Oyle ki norm
x|l = sup;le Ntx(t)|, N>O0, (5.10)

seklinde olup bud a alt-norm ||x|| = sup|x(t)| ifadesine denk olsun. Eger t > g = 0 ise,
C([0,T],) seklinde yazilsin.
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Tanmmm 5.1. x(t), (5.2) baslangi¢c deger probleminin bir ¢6ziimiidiir eger asagidaki sartlar
saglantyorsa:

(i) (t,x(t)) € A, t€[0,T] olmak iizere A = [0,T] x B, B = {x € R:|x| < b}

(i) x(t) , denklemi yani (5.2)’yi saglar.

Teorem 5.1. (5.2) baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢6ziimii vardir 6yle ki x € C([0,T]),

x € X ={x € L4[0,T], lIxIl = [le™¢x(D)|l,, } dir.

Ispat. Kesirsel mertebe teorisinden (5.2) denklemi

L) = x(® [(r(1 - px®) ) + yx()] (5.11)

seklinde yazilabilir. (5.11)’e I%’nin uygulanmasiyla

x(t) = xo + 1% (x(t) [(r(l — (1)) + )/x(t)]). (5.12)
elde edilir. Operator F:C([0,T]) = C([0,T]) seklinde tanimlanmis olmak tizere
Fx(t) =xo + 1%(rx(t) — (rB — y)x(t)?) (5.13)

olur. Bu durumda r > %olmak lzere

e™N(Fx — Fy) = eV 1% (r(x() = y(©) — (B = (O - y(©)?))
= e [T (r(x(s) — y(5)) — (B — P(x()? — ¥(s)?) ) ds

I'a)

_ fot (t—s)@1 o N(t- 5)(x(s) y(S)) (r— (rp — )/)(X(S) +}’(S))) -Nsqg

I'l(a)
t a=1 e _
</, (tra) NE=9) (x(s) — y(s)) (r + @B —y)(x(s) + y(s))) e Nsds
r+2(r[>’—y)b
< T ” fO mds
elde edilir. Bu ise,
)b
I1Fx — Fy|| < 22202 1y (5.14)
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sonucunu verir. Eger N% >1r 4+ 2(rf — y)b olacak sekilde bir N pozitif sayis1 segilirse
(5.14) ifadesi

IFx = Fyll <llx = yll

seklinde olur. Boylece, F operatorii bir tek sabit noktaya sahiptir.
Diger taraftan, (5.12) bir tek x € C([0, T]) ¢6ziime sahiptir. Simdi, (5.12)’den

=5 190 = Br—y)x(©)?) = UG = L 196 () — (Br = )x(©)
= 11‘“% = %11‘“ 1%(rx(t) — (Br — y)x(t)?)
= Dx(t) = %I(rx(t) — (Br —p)x(©)?)
= D%%(t) = rx(t) — (Br — y)x(t)?

ve

x(0) = xy + I“(x[(r(l — ﬁx)) + nylt:o = X,

elde edilir. (5.12) integral denklemi bu durumda (5.2) baslangi¢ deger problemine denktir ve

bdylece teoremin ispati tamamlanuir.

Popiilasyonlar ile ilgili bir 6nemli ¢alisma Allee [33] tarafindan gelistirilmis olan ve Allee
etkisi olarak bilinen c¢alismadir. Birim basina tasima kapasite biiylime oraninda, lojistik
denklem modellerinde yogunluga bagli azalma goriiliirken, doga olaylarinda aslinda boyle
olmadig1 ve bu fonksiyonun yogunlugun artmasi ile belirli bir maksimum degerine arttig1 ve
bu maksimum noktasina ulastiktan sonra azalma gosterdigi goriilmiistiir. Laboratuvar
caligmalar1 ile lojistik denklemlerde belirli yogunlukta goriilen bu uyumsuzluk ile bunu
gidermek amaciyla modele bir fonksiyon eklenmesi ile ilgili calismalar yapilmistir.
Giliniimiizde Allee fonksiyonu olarak bilinen ve popiilasyonun yogun olmamasi durumunda
lojistik denklem modeline dahil edilmesi gereken bu fonksiyon asagidaki ozellikleri
saglamalidir.

(i) Eger N=0 ise, bu durumda a(N)=0

(ii) N € (0, )icin a'(N) > 0 dur.
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(iii) lim,_ . a(N) = 1; dir.

Bu kisimda, t zamanina gore

a(x) = ) _ (5.15)

T B +x(0)

Allee fonksiyonu lojistik denkleme uygulanacaktir. Burada E; Allee katsayisi olarak

bilinmektedir. (5.2) denklemi yeniden diizenlenirse, y = —& olmak lizere

Z5Dox(t) = |(r(1 - Bx(®)) +vx(®)] (5.16)

seklindedir. (5.15)’in (5.16)’ya yazilmasiyla

g(0) = a(x(®) [(r(l - ,Bx(t))) - 5x(t)] (5.17)

fonksiyonunu elde ederiz. g fonksiyonunun x’e gore tiirevini aldigimizda

—(rB+8)x%—2E,(rB+8)x+E T
(x+E1)2

g'(x) = (5.18)

olup, (5.18)’in isareti incelenilecektir. Buna gore

x € (0, —E, + /Elz + %) (4.19)

araliginda g artan bir fonksiyon iken

X € (—E1 v B2+ ’;:(Soc) (5.20)

bu fonksiyon (4.20) i¢in azalandir. Bu durumda popiilasyon yogunlugunun

x < —E, + /Elz + r‘f;:(g , (5.21)
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olmast durumunda Allee fonksiyonu modeled kullanilmalidir.

Simdi (5.21) kosulu altinda (5.22) denklem modelini analiz edelim:

Dx(t) = 2 [(v(1 - pa(D))) - 5x()] (5.22)

E1+x(t)

Bu denklemin denge noktalar1 (5.2) denkleminin denge noktalari ile aynidir. Oncelikle pozitif

denge noktasi olan X, = rrﬂ icin kararlilik analizi yapilacaktir.

Teorem 5.2 x, = , (5.22) denkleminin pozitif denge noktasi olsun. Bu durumda pozitif

r
rB+8

denge noktasi yerel asimptotik kararhdir.
Teorem 5.3. X(t), (5.22) baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun 6yle ki
(t,x(t)) €[0,T] X {x € R: |x| < a}

dir. Bu durumda, N* bir pozitif say1 olmak tizere eger {x € R: |x| < a} i¢in

a(2Eyr+ra+(E1+2a)a(rf+35)) <
E{?

N (5.23)

ise, (5.22) denklemi bir tek ¢6ziime sahiptir.

Daha 6nceki calismamizda x; = 0 denge noktasinin kararsiz oldugunu bulmustuk. Bir tiiriin
yok olmasi i¢in yapilacak olana ¢alismalarda bu durumda bir esik degerine ihtiyag
duymaktayiz. Bu pozitif esik degerinden kiiciik olan yogunluklar icin elde edilen sartlar tiiriin

yok olmasi i¢in gerekli sartlar1 vermektedir. Bunun i¢in (5.2) denklemi yeniden diizenlenerek
Dex(t) = x(®) [(r(1 - px(©)) - 8x(O)] (52 - 1) (5.24)

seklini almistir. E, , (5.24) denkleminin Allee esigidir.

Asagidaki teoremler x5 = E, esik degerinin kararlilig1 i¢in elde edilen teoremlerdir.
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Teorem 5.4 (5.24) denkleminin denge noktasi ¥; = E, . Eger Tﬁ% <E,=1%x; ise bu

durumda Allee esigi yerel asimptotik kararlidir.

Teorem 5.5 Xx(t), (5.25) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olsun dyle ki
(t,x(t)) €[0,T] X {x € R: x| < E,}

olsun. Eger

r+(rB+6)E,
MC(

olacak sekilde bir M* pozitif sayis1 varsa, (5.24) denkleminin {x € R: |x| < E,}’de bir tek

<1 (5.25)

¢Ozimii vardir.

Ornek Bu caligmada monoklonal beyin tiimériiniin yogunluga bagh analizi yapilmaktadir.

Gevertz ve Torquato’nun (2006) ¢alismalarindan faydalanarak tiimoriin tagima kapasitesi 38
0.00744

mm olarak belirlenmistir. Buradan § = = 0.000195789 alimmustir. 75 mg’lik ilag

tedavisi i¢in timore etkisinin  %1.6 olmasi beklentisi ile § = 0.0125 dir.
Sekil 1°de (5.2) denklemin local davranis1 goriilmektedir. Burada x(0)=510 mm3 baslangic
kosulu ile tiimor yogunlugunda artan bir davramis gozlenmektedir. Bu durum Gevertz ve

Torquato’nun ¢alismalarina gére tiimoriin 111 gilinlilk olmasi durumuna tekabiil ediyor. Y

ekseni Sekil 1°’de ¢m? olarak alindi. Bu parametrelerin kullanilmasiyla ¥, = - ﬁ: i

24.6815 cm?® denge noktasi civarinda bir yerel asimptotik davranis goriiliir.
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Plot of x(t) and for r,;=0.31
25

0 r r r r
0 5 10 15 20 25

time (t)

Sekil 1

Sekil 2, (5.22) denkleminin grafigini gostermektedir. Burada Allee katsayis1 E;=0.4C olarak

alimmustir. Timor yogunlugu incelendiginde

0.124

0.01256069 | = (02.7673)

X € O,—O.4+j0.16+

aralig1 icin (5.22) denkleminin kullanilmasi uygun goriilmektedir ve bu da yaricapr 0.88
mm’den kiiciik olan timdre tekabiil etmektedir. Bu durum Gevertz ve Torquato’nun
caligmalarina 80 giinliik ve yaricapt 0.72 mm olan tiimore karsilik gelmektedir. Veriler

dogrultusunda Sekil 2 elde edilir.

Plot of x(t) and for r,=0.31
25

20~

15~

x(t)

10

time (t)

Sekil 2
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Son olarak tiirlin yok olmast i¢in esik degeri ve kosullari incelenilecektir. Sekil 3 igin
x(t) < E; = 0.7 mm olup bu deger 1s18inda 20 giinliik ve yarigapt 0.56 mm olan tiimor
incelenmistir. Veriler dogrultusunda Sekil 3 elde edilmis ve tiiriin yok olusu gozlenmistir. Bu
durumda verilen ilag miktar1 GB tiimoriiniin ancak 20 giin civart i¢in yeterli oldugu

sonucunda ulagilmistir.

Plot of x(t) and for rl:O.Sl
0.016 T T T T

0.014 i

0.012~ '

0.01~ '

0.008 [~ '

X(t)

0.006 [~ N

0.004 - N

0.002 |- N

time (t)

Sekil 3
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6. TARTISMA VE SONUC

Glioblastoma multiforme (GBM), beyin tiimorleri igerisinde Sliimlere neden olan en tehlikeli
kanser tiiriidiir. GBM tedavisi i¢in tipik bir yaklagim, cerrahi miidahaleden sonra kemoterapi
ve radyoterapiye bas vurulmasidir. Basta monoklonal kokenli bir timor olarak tespit edilen
GBM, zaman igerisinde farklt biiyiime oranina ve ilaca karsi direngli popiilasyonlar
tiretmektedir. Bu durum ise tedavi siireci i¢in miithis bir engel teskil etmektedir. Matematiksel
modelleme yaklagimlari, timoérlerin tedavi siirecinde laboratuar calismalarini destekleyici
farkli bakis agilar1 sunmasi nedeniyle biiyilk énem arz etmis ve bir¢ok arastirmada yer
almistir. Bu diislince dogrultusunda, model olusturma caligmalar1 incelendiginde, timor
yogunlugundaki (veya yogunluklarindaki) artis ile ilac¢ etkisi gibi problemlerde diferansiyel
denklemin (veya diferansiyel denklem sistemlerin) dikkate alindig1 goriilmiistiir

Bu aragtirmada, 06zel bir tiimor popiilasyonu i¢in modelleme ve analiz ¢aligmasi yapilmistir.
GBM ad1 ile bilinen beyin tiimori, ilk asamada cerrahi miidahale gerektiren fakat siireg
esnasinda kendini tekrarlama belirtisi gosterdigi icin cerrahi miidahaleden sonra kemoterapi
ve radyoterapi gereksinimi duyulan bir beyin tiimorii vakasidir. Bu tlimoriin diger bir 6zelligi,
belirli bir yogunluga ulastiktan sonra mutasyona ugrayip mevcut yapisi harig, ilaca kars1 daha
direngli bir timor popiilasyonu iiretmesidir. Bu sebeple, anilan terapilerin olumlu etki
gostermesi gliclesmektedir, ¢iinkii ilaca kars1 direng gosteren en az iki farkli timor tiiri ile
karsilagilmaktadir. Farkli disiplinlerle GBM tliimoriintin gelisim evrelerinin tespiti ve ilacin
miktari ile etkisinin arastirilmasi gerekliligi ortaya ¢ikan bu tiimor tiirli proje ¢alismamizin
konusu olmustu. Bu kapsamda, GBM tiimoriiniin gelisim siireci ve tedavi asamalar1 gézden
gecirilerek modeller kurulmustur. Bunlar Boliim 4 ve Bolim 5’te ayrintili incelenmistir. Bu
boliimlerde, uygun modellemenin olusturulmast ile tiimoriin diisiik yogunlukta olmasi halinde
tiimor-direng sisteminin i¢ ¢ekigsmesinin yapisi ve davranigi incelenmistir. Bu durumda, erken
teshis asamasinda tiimoriin popiilasyonunun seyri dikkate alinmis ve bu sebeple, Allee etkisi
modellemeye dahil edilerek timor olusumunun yeni bagladigi bir asamadaki davranisi

incelenmisti.
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