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TESEKKURLER
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Bilimsel Aragtirma Projeleri Koordinasyon Birimi’ne tesekkiir ederiz.
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ICINDEKILER

OZET

ABSTRACT

1. GIRIS

2. IMPULSIVE DIFERANSIYEL DENKLEMLI BAKTERI
POPULASYONUNUN SALINIMLILIGI VE KARARLILIK ANALIZI
3. GBM BEYIN TUMORUNUN MATEMATIKSEL MODELI VE
KARARLILIK ANALIZI

4 KAYNAKLAR

Sayfa No

12

25

40



OZET

Impulsive diferansiyel denklemler, biyoloji, biyo-teknoloji, tip bilimi, ekoloji bilimi
gibi alanlarda faydali matematiksel araglardir.

Bir¢ok biyolojik olaylar icin siirekli zaman diliminden ziyade anlik darbeleri
aciklayabilecek model gereksinimi duyulmaktadir. Doganin belirli sebeplere bagh degisimi,
bir popiilasyonun dinamik davranmisini da etkilemektedir. Cevrede goriilen periyodik
degisimlerin etkileri, popiilasyonu etkilemekte ve bu c¢evre olaylarindaki degisimler
popiilasyonun biiylimesine veya yok olmasina sebep olmaktadir.

Bu calismada, oOncelikle impulsive diferansiyel denklemler ve impulsive delay
diferansiyel denklemler ile ilgili baz1 ¢alismalar incelenecek, bunlarin tek tiir popiilasyonlara
uyarlamalar1 analiz edilecektir. Daha sonraki asamalarda, impulsive lojistik diferansiyel
denklemler olusturulacak ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin belirli kosullar altinda global

cekiciligi irdelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Impulsive diferansiyel denklemler, global kararlilik, lojistik denklemler,
popiilasyon dinamigi



ABSTRACT

Impulsive diferential equations are important mathematical tools in biology, bio-
technology, medicine and in ecology.

For many biological phenomena in constructing a mathematical model the need is to
use impulsive time instead of continuous time. Some spesific changes in the environment are
also changing the population density of the species. The periodic affects in the environment is
influencing the population so that it either increases or goes to an extinction case.

In this study, firstly we investigate impulsive diferential equations and impulsive delay
diferential equations. Thereafter, we studied on impulsive models on single species. Finally,
we construct impulsive logistic equations to explain the global behavior of a single and multi
population under spesific conditions.

Anahtar Kelimeler: Impulsive diferantial equations, global stability, logistic equations,
population dynamics



1. GIRIS

Impulsive (anlik darbeli) diferansiyel denklemler, biyoloji, optimal kontrol, mekanik,
biyo-teknoloji, tip bilimi, ekoloji bilimi, ekonomi bilimi gibi alanlarda gergek siire¢ ve
olaylar1 agiklayan faydali matematiksel araglardir.

Bircok biyolojik olaylar icin siirekli zaman diliminden ziyade anlik darbeleri
aciklayabilecek model gereksinimi duyulmaktadir. Doganin belirli sebeplere bagh degisimi,
bir popiilasyonun dinamik davranisini da etkilemektedir. Ozel olarak, cevrede goriilen
periyodik degisimlerin etkileri (seleksiyon, i¢ ¢ekisme, simbiyosis vb.), tiirlin popiilasyonunu
etkilemekte ve bu gevre olaylarindaki degisimler popiilasyonun biiyiimesine veya yok
olmasina sebep olmaktadir. Dogada yasanan periyodik degisimler (mevsim, kitlik vb),
impulsive diferansiyel denklemler ve gecikmeli impulsive diferansiyel denklemlerin 6nemini
artirmigtir. Clinki, periyodik degisimleri sabit kabul eden sabit katsayili diferansiyel denklem
modelleri, doga olaylarin1 agiklamada yetersiz kalmistir. Impulsive diferansiyel denklemlerde
sabit katsayr yerine periyodik fonksiyonlarin yer almasi ve bununla birlikte cevreden
kaynaklanan anlik etkilerin impulsive fonksiyonlarla agiklanmasi, popiilasyon modelinde s6z
konusu eksikliklerin giderilmesine yol agmustir.

Dinamik fiziksel siireclerin matematiksel modellemelerinin gelisimi, doga ve iginde
yasadigimiz gergek diinya anlayisimizin gelisiminde biiylik bir 6nemi olmustur. Sir Isaac
Newton ve Gottfried Wilhelm Leibnitz tarafindan yapilan diferansiyel ve integral
hesaplamalarina yonelik arastirmalardan beri diferansiyel denklemler, fizik, biyoloji ve sosyal
bilimdeki problemlerin genis bir yelpazede incelenmesine yardimci olmustur. Mekanikteki
cesitli problemleri ¢ozen Jacob ve Johann Bernoulli, diferansiyel denklemler {izerine ¢alisma
yapan matematikcilerdendir . Johann Bernoulli’nin 6grencisi olan ve biitiin matematik¢ilerin
en biiyiiklerinden biri olarak kabul edilen Leonhard Euler’in de diferansiyel denklem
arastirmasinin ilerlemesinde 6nemli bir pay1 olmustur [1].

Son 300 yil i¢inde caligmalarin cogu, yapilan genis kapsamli uygulamalar tarafindan
dogrulanan adi diferansiyel denklemler {izerine yogunlagsmistir. Bu denklemlerin
cozlimlerinin nitel ozelliklerinin analizi, biiylik bir 6neme sahip olmustur. Bu da bazi
problemler i¢in farkli bir denklem sistemini gerekli kilmistir. Béylece impulsive (ani darbeli)
diferansiyel denklemler adina ilk ¢aligmalar baglamistir [2].

Ani darbeli etkileri igeren diferansiyel denklemler anlamina gelen impulsive diferansiyel

denklemler, agilama, birlesik zararli organizma denetimi, hastaligin kemoterapi tedavisi gibi



alanlar1 kapsayan popiilasyon dinamigi, fizik, kimyasal teknoloji, ekonomi, miihendislik,
biyolojik ve ekolojik sistemler, biyo-teknoloji, endiistriyel robot, optimal kontrol gibi bir
takim gercek diinya problemlerinin gozlemlenen gelisimlerinin dogal bir tanimi1 olarak ortaya
cikmistir. Ayrica impulsive diferansiyel denklemler iizerine birgok iyi monografiler
yazilmistir. Uygulamali bilimlerde incelenen ¢ogu siirecler, diferansiyel denklemler
tarafindan temsil edilir. Bununla birlikte, darbe etkilerine maruz kalan mekanik sistemlerde
veya kalp atisi, kan akisi, popiilasyon dinamigi, radyofizik, farmakokinetik ve biyoteknoloji
problemlerinde ani degisikligi agiklama gereksinimi duyulmaktadir. Bu tiir siireglerin uygun
matematiksel modelleri darbe etkilerine maruz kalan diferansiyel denklem sistemleri ile
temsil edilir [3-5].

Kisa zamanli pertiirbasyon ile gercek stireclerin gelisimini matematiksel olarak agiklamak
icin bazen pertilirbasyon siirelerini ihmal etmek ve ani olan bu pertiirbasyonlar1 g6z Oniine
almak uygun olandir. Bunun i¢in silireksiz yoriingeli dinamik sistemler veya impulsive
diferansiyel denklemler uygulanmalidir.

Bir tiirlin popiilasyon dinamigi dikkate alindiginda, bu popiilasyonlarin zamanin bazi
anlarinda ani degisiklige ugradig goriilmektedir. Belirli bir miidahale veya ¢evre olaylarina
bagli olarak popililasyonda meydana gelen bu degisiklikler belirli zaman araliklarindaki
darbeler veya belirli olmayan zaman araliklarinda darbeler olarak goriilmektedir. Bu
etkenlerin thmal edilip incelenen popiilasyon modelleri gercek biyolojik siireci agiklamakta
yetersiz kalmaktadir. Bu siirecleri agiklamak ic¢in impulsive diferansiyel denklemler
seklindeki modellemeler daha uygun diigmektedir.

Impulsive diferansiyel denklemler ¢ogu fiziksel olaym matematiksel modellemesini
sagladigindan dolayr son yillarda bilim ve miihendislikte biiytik ilgi gérmiistiir. Popiilasyon
gelisim modellerini ve uzay aract manevralarint igeren oOrnekler incelenen konularda
goriilmektedir. Impulsive diferansiyel denklemler teorisine dayanan impulsive kontrol, kaotik
sistemleri kontrol ederek yeni bir 6nem kazanmstir. Impulsive otomatik kontrol sistemler ve
impulsive hesaplama sistemler, fonksiyonel amaclarindan kaynaklanan yapilarindaki farklilik
ve teknik problemlerdeki uygulama alanlarindaki genis kapsamindan dolayr son yillarda
stireksiz yoriingeli dinamik sistemlere ilgi artmistir [6].

Impulsive diferansiyel denklemler teorisi diferansiyel denklemlerin yeni ve &nemli bir
alanidir. Son yillarda bu teoride biiyiik gelismeler goriilmiistiir. Bu teorinin 6nemine ragmen
teorinin  gelisimi, impulsive diferansiyel denklemlerin belli 06zellikleri saglamasi

gerektiginden dolay1 oldukga yavas ilerlemektedir.



Bir impulsive diferansiyel denklem {i¢ bilesenden olusur. Bunlar;
1-) Darbeler arasindaki sistemin durumunu kontrol eden siirekli-zamanli bir diferansiyel
denklem.
2-) Darbenin meydana geldigi andaki sicrama fonksiyonu olarak tanimlanan bir darbe
sicramasini modelleyen impulsive denklemi.
3-) Darbe denkleminin aktif oldugu sicrama hareketlerinin bir dizisi olarak tanimlanan bir
sicrama olusumu.

Matematiksel olarak bu denklem,

X'(t)=f (t,x(t)), txr, tel (1.1.a)

MX(7) =T, (X(%)), k=12,.,m (1.1.b)

formunu alir. Impulsive diferansiyel denklemler, sigrama anlarinin belirlenmesi ile degisim
anlarindaki bi¢imine gore asagidaki gibi siniflandirilabilir.
(a)Darbe etkisinin sabit zamanli oldugu impulsive diferansiyel denklemler (sigrama anlari
sabit)
(b)Darbe etkisinin sabit zamanli olmadig1 impulsive diferansiyel denklemler (sigrama anlari
belirli mekan-zaman iliskisinin saglandigi anlarda olusu)[7].

Impulsive delay diferansiyel denklemler teorisi heniiz tam bir gelisme

gosterememigstir. Bu teorinin gelisimine bakildiginda bir takim zorluklarin var oldugu

goriilebilir. Ornegin; delay diferansiyel denklemlerin klasik teorisinde, R™ de X(t)
fonksiyonunun siirekliliginin R*'de X, fonksiyonelinin siirekliligi anlamima gelmesi, bu
denklemin c¢oziimlerinin varligint belirlemede onemli bir rol oynar. Ayrica, eger X(t)

fonksiyonu impulsive diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine 6zgii bir 6zellik olan pargali

stireklilik 6zelligini sagliyorsa, X, fonksiyonelinin pargal: siirekli olmak zorunda degildir. Bu
nedenle f (t,l//) fonksiyonu iki degiskende de siirekli olsa bile, X(t) nin parcali siirekli

oldugu anda f (t, X[) bilesim fonksiyonu hakkinda herhangi bir sey sdylenemez.

1992 yilinda Gopalsamy [5] bir tiirlin logaritmik modelini

dx

— = X(O[A(0) — a1 (O Inx(t) — a, (O Inx(t — 7(8))] (1.2)



seklinde tasarlamig ve bu denklemin periyodik ¢déziimlerinin varligini incelemistir. Burada
A@®), a, (1), ay(t), ©(t) € €([0,«),[0,«)) pozitif w — periyodik fonksiyonlar ve « > 0 dir. Fakat
yukarida anilan c¢evre olaylarindan kaynaklanan anlik darbeler g6z Oniline alindiginda
popiilasyon gibi bir biyolojik olayr agiklamak i¢in (1) diferansiyel denkleme impulsive

kosullarin ilave edilmesi ile elde edilen (2) denklemi daha gergekgi sonuglar verecektir:

dx

- =x® [A(t) — a; () Inx(t) — a; (O Inx(t — (D)), ¢t # &,

(1.3)
x(th) = el *Pex(t,), k € {1,2,..}.

[14]°deki calismada, (2) denklemin global ¢ekici periyodik c¢o6ziimlere sahip oldugu
goriilmistiir. Global ¢ekicilik i¢in elde edilen kosullar, popiilasyonda yok olma gibi bir
dinamik siirecin var olmadigin1 gostermektedir.

S.H. Saker ve J.0. Alzabut [9], lineer olmayan bir delay (gecikmeli) impulsive
diferansiyel denklem g6z Oniine almislardir. Dikkate alinan model bir hiicre popiilasyonuna
karsilik gelmektedir ve daha Onceleri Nazarenko [13] tarafindan bir diferansiyel denklem
modeli olarak tasarlanmis ve incelenmisti. Bu calismada Saker ve Alzabut impulsive
diferansiyel denklemin periyodik ¢6ziimlerin varligi, global cekiciligi ve saliimlilig: ile ilgili
kosullar elde edilmistir. Daha sonra S.H. Saker ve J.O. Alzabut [10], lineer olmayan
gecikmeli impulsive diferansiyel denklem seklinde periyodik katsayili bir konak-makroparazit
modeli incelemislerdir. Bu ¢alismada, pozitif periyodik ¢éziimlerin varlig i¢in yeter kosullar
elde edilmistir.

J. O. Alzabut ve T. Abdeljawad [14], referans [5]’deki ¢aligmaya daha genel bir bakis
acist sunmak amaciyla bir impulsive gecikmeli logaritmik popiilasyon modeli

olusturmuslardir.

dx

—=x() [A(t) — a; (D) Inx(t) — ay(O)Inx(t — ()], t # ti

(1.4)
x(th) = et Prx(ty), k € {1,2,...}.

Bu denklemde x(t) = e¥® doniisiimii uygulanirsa
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2 = —a,(Oy(®) — a,Oy(t = (D) + A1), t 1
(1.5)

y(tE) = (1 + by) y(t), k € {1,2,..}.

denklemi elde edilir. Yapilan ¢alismada (3) denklemin periyodik ¢oziimlerin varligi ve
asimptotik cekiciligi i¢in kosullar elde edilmistir. Bu sonuglar ayn1 zamanda (2) denklemi i¢in
kosullart vermektedir.

(2) ve (3) denklemleri i¢in s6z konusu incelemeleri yapmak amaciyla asagidaki kosullarin
mevcut olmasi gerekmektedir. Bunlar;

(1) limy_, t;== olacak sekilde 0 < t; < t, < --- sabit impulsive noktalardir.

(ii) a,(t), a,(t), (), A(t) € C([O, «), [0, °°)) pozitif fonksiyonlardir

(iii) by, > —1,k € N olacak sekilde {b} bir reel dizidir.

(iv) ai(8), ax(t), ©(t),A(t) ve [lo<t,<c(1+ by) , @ — periyodik fonksiyonlardir. Burada

w > 0 dir.
(V) ¢(t) € €([—7,0],[0, «)) dir.

Bu proje c¢alismasinda, impulsive diferansiyel denklemler ve impulsive delay diferansiyel
denklemler ile ilgili baz1 ¢alismalar incelenecek, bunlarin tek tiir popiilasyonlara uyarlamalari

analiz edilecek ve benzer denklem modelleri olusturularak incelenecektir.

11



2. IMPULSIVE DiFERANSiYELVDENKLEMLi BAKTERiI POPULASYONUNUN
SALINIMLILIGI VE KARARLILIK ANALIiZi

Bu kisimda, (2.1) impulsive gecikmeli lojistik denklemini inceleyecegiz. t # t, ve

k € N ={1,2,..}olmak iizere

X (1) = r@x(O{1 — a(Ox(D) — B, (Ox() — B, (Ox(t — (D))}
2.1)

x(te ™) = (1 + b)x(t, )

diferansiyel denkleminde r(t), a(t), B,(t), B, (t) € C([0, ), [0,)) olup pozitif w perioduna
sahip ¢oziimler ve w > 0 dir. Bu ¢alismada, (2.1) lojistik popiilasyon modelinin global ¢ekici
periodic ¢oziimleri incelenilecektir. Elde edilen sonuglar bir bakteri popiilasyonunun yok
olusu ile ilgili kosullar1 verecektir. Ayrica, x*(t) pozitif periodic ¢oziimiinii civarinda biitiin

coztimlerin salimimliligs ile ilgili kosullar elde edilecektir.

A =r(®a(t) + r(OB, (V) ve By(t) = r(t)B, () olmak iizere (2.1) denklemi
keN=1{1,2,..}icin

X (0) = x(Ofr(® — AOx(®) — By(Ox(t— (D)}, t # t,,

22
x(te) = (1 + b)x (),
seklinde yazilabilir. (2.2) i¢in baslangic kosullar
x(t) = ¢(t), t € [-1,0] (2.3)

olup T = max;e[g) T(t) dir. (2.2) ve (2.3)’ten asagidaki maddeler yazilabilir:

(Al) 0 < t; < t, < --- impulsive sabit noktalardir 6yle ki lim,_,,, t; dir.

(A2) r(t), a(t), B, (1), B, (V) € C([0,0), [0,0)) pozitif fonksiyonlardir.

(A3) {by} bir reel dizi olup b, > —1, k € N.

(A4) (), a(t),B,(1),p, () ve [lo<r<t(1+by) , w-periyodik fonksiyonlardir yle ki

w > 0dir.
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Tanmm 2.1.[14] Bir x € ([—1,0),(0,0)) fonksiyonuna (2.2)’nin [—7,) araligindaki
¢coziimiidiir denir eger asagidaki sartlar saglantyorsa:

(Dx(t), (0,t1] ve (tg,txs1], k € N araliklarinda mutlak siirekli

(ii) Herhangi bir t;, k € N igin x(t,*) ve x(t,~) mevcuttur. Ayrica x(t,~) = x(ty) olup
x(tiF) = limg_, + x(t) and x(ty, ") = limgg, - x(¢)dir.

(ii)x(t) , (2.2) difreansiyel denklemini [0, ©) — {t, }araliginda hemen hemen her yerde saglar

ve her t = ty, k € N impulsive kosulu mevcuttur.

Yukaridaki kosullar altinda ani darbeli olmayan gecikmeli diferansiyel denklemini

inceleyelim.
A = [Moctyet-w(d + b)) A) ve Bi() = [lo<ry<t-o(1 +bx) B(D)
olmak iizere baslangi¢ kosul
y(@) = ¢(0),t € [-7,0] (24)

seklinde alinan

y'(®) = y(®) (r(® - AQy®) - B;®y(t— () (25)
diferansiyel denklemi g6z Oniine alinsin.

Tamm 2.2 Kabul edelim ki u(t) ve u*(t) , (2.2) denkleminin [—t, ) araligindaki ¢oziimleri
olsun. u*(t) ¢oziimiine u(t)'ye asimptotik g¢ekicidir denir eger lim;_,[u(t) —u*(t)] =0
sart1 saglaniyorsa. Ayrica, u*(t) ‘ye global ¢ekicidir denir, eger u*(t) , (2.2)’deki biitiin

coziimlere asimptotik kararli ise.
Tammm 2.3 [10] (2.2)’nin bir  u(t) ¢6ziimiine u*(t) civarinda salinimhidir denir eger

(u(t) - u*(t)) metrigi sifir ise. Aksi taktirde u(t) salimmli degildir. Eger u*(t) = 0 ise,

u(t) sifir civarinda salinimlidir.

13



Lemma 2.1 Kabul edelim ki (Al)-(A4) saglansin. Bu durumda

(i) Eger y(t), [—T, ) lzerinde (2.5)’in bir ¢oziimii ise [—T,0) araligi tizerinde (2.2)’nin

¢ozlimii x(t) = H0<tk<t(1 + by) y(t) dir.
(iDEger (t) , [—T,) araliginda (2.2)’nin bir ¢éziimi ise [—7,0)’de (2.59 denkleminin bir

¢oziimii y(t) = [Jo<r,<e(1 + by) ™" x(t) dir.
Proof.

(i) Kabul edelim ki y(t), [—t,0) araliginda (2.5) denkleminin bir ¢dziimii olsun. Bu

durumda o<, <t (1 + by) = [lo<t,<t-w(1 + by) olmak iizere

v@ =[] a+boy®= ] a+s0(y® (0 - a0y - B ©y(t-0)))

0<tp<t o<tp<t
=y (H0<tk<t(1 + by) r(t) — A(t) [To<t,<t(1 + b )y(®) — [Mo<r,<e(1 + bk)B_1(t)Y(t -
(1))
= y(®) (Toceee(1 + B T() = AW®x() - By (®x(t — (1)) )

= x(t) (r(t) —A()x(t) — B1(t)X(t - T(t)))

elde edilir. Bu ise x(t) = [lo<t,<:(1 + by) ¥(t) ¢ozmiiniin (2.2) denkleminin [0, ) — {t;}
araliginin hemen hemen her yerde sagladigin1 gostermektedir. Diger taraftan, her t = t,,

k € Nigin x(t,*) = tli?h H0<tj<t(1 + bj))’(t) = H0<tjst(1 + bj) y(t) ve
-ty

x(t2) = Mo<ree (1 + ) ¥(6) olup k € N igin x(t*) = (1 + by)x (g, dir.

(ii) Kabul edelim ki x(t) , [—T,0) araliginda (2.2) denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu

durumda

y'(t) = [To<t,<c(1 + b )t x(t) = [To<t,<e(1 + bi) ™t x(t) (r(t) —A®x() —
B, ()x(t— t(t)))
= x(t) (H0<tk<t(1 + b ) r(t) - H0<tk<t(1 + b)) " A®x(E) - Ho<tk<t(1 +

bi) ™ By (9x(t - 7(V))

14



= 3(8) (TMocepeell + b ™ 1) = AOY(®) — By Oy(t — (V)
= [Mo<tp<e(1 + bi) ™t x (1) (r(t) — [To<t,<t(1 + b)) Ay (6) — [To<t,<e (1 + by) Bl(t)Y(t -

w(®)))
= y(0) (r(® - A®Y® - B ®y(t - (1))

elde edilir. Buise y(t) = [To<r,<c(1 + b))t x(t) ifadesinin [0,0) — {t,} araligmnm

hemen hemen her yerinde (2.5) denklemini sagladigini verir.

Lemma 2.2. Kabul edelim ki x(t) ve x*(t) , [—t, o) araliginda (2.2) denkleminin pozitif
¢oztimleri olsun. Eger x*(t) , (2.2)’nin biitiin ¢dziimlerine global ¢ekici ise bu taktirde y* da
(2.5)’in biitiin y(t) ¢oziimlerine global ¢ekicidir. .

Ispat. x*(t) , (2.2) denkleminin biitiin X(t) ¢ziimlerine global cekici olsun. Tanim 2.2’den

lim;_[x(t) — x*(t)] = 0 olacaktir. Lemma 2.1/(i)’den ise

lime oo [x(t) — 2" (0)] = limeeo [Tocr<e(1 + bye) [y () = y" ()] = 0

yazilabilir. Bu ise y* ‘in (2.5) denkleminin biitiin y(t) ¢dztimleri i¢in global ¢ekici oldugunu

Verir.

Bu kisimda, (2.2) denkleminin bir tek w-periyodik x*(t) ¢oziimiiniin oldugunu
ispatlayacagiz. Daha sonra x*(t)’nin global gekiciligi i¢in yeter kosullar incelenilecektir.

(2.2) denkleminin x*(t) civarinda lineerlestirilmesiyle

u'(®) = (r(® — 2Ax* () — By (Ox*())u(®) — By Ox* (Ou(t — (D), ¢ # &4,
(2.6)

u(tc™) = (1 + bdu(te™) + bex*(t, ),

yazilabilir 6yle ki burada u(t) = x(t) —x*(t), k e N ={1,2, ...},
A(D) =r®a®) + r(OB, (D), Bi() = r@®B, D ve x*(1) =x*(t—1(V) = x*(t ") = x* (")

olsun.

15



Benzer sekilde (2.5) denkleminin y*(t) civarinda lineerlestirilmesi ile
v'(®) = (r(® — 2y (®) — By (©)v(D) — By Oy ©)v(t — (1), 27)

denklemi elde edilir. Burada v(t) = y(t) — y*(),y*(t) = y*(t — (1)),

A = [To<ty<t-o(1 + br)  A(t) ve Bi(t) = [To<ry<t-o(1 + be) B(t) dur.

Lemma 2.3 Kabul edelim ki 2][o<r < (1+ b))y (t) =x"(t) ve x*(¢t) = ﬁ
1

mevcut olsun. Ayrica, (Al)-(A4) sartlart saglansin.

(i) eger (t) , (2.7) denkleminin [—T, ) araligindaki bir ¢oziimii ise, bu taktirde

u(t) = [o<t<e (X + bi) v(&) + o<, <c(br) x™(E)

ifadesi de [—T,0) araliginda (2.6) denkleminin bir ¢ozimiidiir.

(iEger u(t), [—T1,) araliginda (2.6) denkleminin bir ¢6ziimii ise, bu taktirde

v(t) = [To<tpee (X + i) 7 u(t) — [ocr,<e(br) y* (1)

ifadesi de [—T, w0)araliginda (2.7) denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Ispat. Lemma’nim ispat1 uygulama olarak birakilmistir.

C; , [—7,0] tizerinde tanimli stirekli R™ degerli fonksiyonlarin Banach uzaymi gostersin.
Burada ¢ € C; olmak iizere |[@]| = supie(—r,01l@(t)| dir. Ayrica, goriintiisii [—7, b], b>0 ve
0 <t < b olmak tizere verilen bir z fonksiyonu z.(6) = z.(t + 8) olsun. (2.8) gecikmeli

diferansiyel denklem

z'(t) = L(t,z,) + f(t,z) (2.8)

sartlarini saglar:

(BL) Il o0 igin LEL 0., vde diizgiindiir.

(B2)Sabit bir tigin L(t, @), f(t,¢) € C([0,0) X C;,R™) ve L de ¢ ‘de lineerdir.
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(B3) L ve f, t’ye gore her (t,¢) € [0,0) X C, i¢in w —periyodiktir.

Q(t) , ¢: [g(t), t] - R siirekli fonksiyona sahip ve ||¢|| = supsegee), P (s)| olmak iizere

bir Banach uzayi olsun. Burada g € C([0,),R) azalmayan bir fonksiyon olup t > 0 igin

gt) <tve t - o i¢in g(t) » oo dir.

Asagidaki kosullar altinda

p'(®) =BOP® +6(t,p()), t=0,
diferansiyel denklemi g6z 6niine alinsin:
(C1) B:[0,) = R negatif olmayan ve pargali siirekli bir fonksiyondur,
(C2) (t,¢) , herbir t > 0icin ¢ € Q(t) ‘nin bir fonksiyonelidir dyle ki
—B®M(P) < G(t,¢) < fOIM(—¢),
ve M(¢) = max {0, supse[g(t),t]l(],’)(s)l} dir.
Teorem 2.1 [12] (C1) ve (C2) kosullar1 saglansin. Eger

fgoﬁ(s)ds =

ve

lim sup;_., fgt(t)ﬁ(s)ds <

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

ise, bu taktirde (2.9), t - o igin sifira gider. Burada p(-), [g(t), t] aralig1 lizerinde p’nin

kisitlanigidir.

(2.7) diferansiyel denkleminin homojen kismi1 goz 6niine alinsin dyle ki

v'(t) = [A®)Iv() + [BE)Iv(t — (D),

ve

(2.13)
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r(t)B4 (t) >0

A0 = 1() = 240" (O =By (0 = 7515, > O

r(t)B; (v)

T2G0 + B (@)

B(t) = -B;(Dy* (V) =

olsun. Burada t = max¢[g ] T(t) dir. Boylece,

r(t)B4(t)

AN+ 1BOI = Zors,0

>0 (2.14)

ifadesinin bir agikar ¢6ziim olamayacagi agiktir.

Teorem 2.2 A(t),B(t),t(t) € C([0,0), (0,)) fonksiyonlar1 (2.14) saglanacak sekilde w-

periyodik fonksiyonlar olsunlar. Eger
J1A® e+ [ 1B de < 4 (2.15)

ise, bu taktirde [—t,) lizerinde (2.13)’lin bir tek w-periyodik ¢6ziim asikar olandr.
Ispat. Kabul edelim ki v(t), (2.13) “iin asikar olmayan w-periyodik ¢dziimii olsun. Bu
taktirde, (2.13) denklemi i¢in

M = maxv(t) >0 and m = —minv(t) > 0,
te[0,] telo,w]

yazilabilir 6yle ki (2.14) kosullar1 saglaniyor olsun. t, € [0, w] ve t* € [t,,t, + w] olup that
v(t,) = mvev(t*) = M dir.

(2.13) denkleminin t, ‘den t*’ye integrasyonunun alinmasiyla

M+m=v(t")—v(t) = f |A(s)|v(s)ds +J IB(S)IV(S — ’E(S)) ds

*

<M (fti*lcﬂ(s)lds + fti*IB(s)Ids)
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yazilabilir ki bu
t* t*
L+ < [ |A(s)lds + [, IB(s)lds (2.16)

oldugunu verir. (2.13) denkleminin t* ‘den t, + w’ya integrasyonunun alinmasiyla

titw

M+m=vt +w) —vt) = [T AG)v(s)ds + [ IB(s)|v(s —1(s)) ds

t*

titw

<m ([ET1A)lds + [ T1B(s)lds)

bulunur. Bu ise

titw

M tot+
1< ([IAE)lds + [TBs)lds) (2.17)
sonucuna ulagtirir. (2.16) ve (2.17)’den
M t* t*
4<2+2+—< [ |A()lds + [ IB(s)lds

elde edilir ki bu sonug hipotezimiz ile ¢elisir. Bu sebeple, (2.13)’ilin tek w-periyodik ¢oziimii
asikar ¢oziimdiir.

v(t) = y(t) — y*(t) oldugundan
y(@) =v(t) +y*(¢), (2.18)

yazilabilir 6yle ki y*(t) € C([0, ), (0,2)) bir w-periyodik pozitif fonksiyon olsun. (B1)-
(B3) kosullar1 i¢in Eq. (2.5) (veya Eq. (2.1)) bir tek w-periyodik ¢oztime y*(t) (veya x*(t))
sahiptir.

(Al)-(A4) kosullari saglanmis olsun. Bu durumda

_rw r(MB;s(t)  r(®OB4(Y) _ (@
0=J (2<A@+Bm> Z(A(t)+Bl(t)))dt—fo (A@) +B®)dt <4  (2.19)

gortlebilir.
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Teorem 2.3. Kabul edelim ki (Al1)-(AS) saglansin. t > 0 olmak iizere eger t'(t) <1 ise,

bu taktirde (2.5)’in tek w-periyodik ¢oztimii y*(t) global ¢ekicidir.
Ispat. v(t) = y(t) — y*(t) olmak iizere

r(t)B4 (t)

A() = r(t) = 2A0y" () = By’ () = ;5575.0 > ©
e
BO) = B0y’ () = ~ 5o < 0
olup

v'(t) = AV + BOV(t — (1))

elde edilir. A(t) = B(t), g(t) =t —1(t) ve G(t, ) = B(Dd(g(t)) olsun. T® < 1

(2.20)

kosulu altinda g’nin azalmayan bir fonksiyon oldugu goriiliir 6yle ki t > 0i¢in g(t) <t

dir.
Ayrica,

ffﬁ(s) ds = foooc/l(s) ds =Y, fo“’c,q(s) ds = o

ve

t

t—ow t—oo

t t
lim supf B(s)ds = lim supf A(s)ds = A(s)ds
g(®) t—1(t)

t—1

r(s)B;(s)
< Tmax (2(A(s) n Bl(s))> <

elde edilir. M(¢) = max {0, supse[t_f(t)‘t]lqb(s)l} igin

~BOM@) = — (sreasss) max {0, supseleralé @I}

2(A()+B4 (1)

(2.21)
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G(t, ) = — (M) o(t — (1)) (2.22)

2(A(D+B1 (D)

ve

B
BOM(=9) = (35 ) max {0, supsere—zo.al-$()I} (2.23)

yazilabilir. (2.21)-(2.23)’ten

~BOM®) = ~ (saaeas) max {0,supsele 0,1}

2(A(+B1 (D)

< - (3980 o(c — 7(0) = 65, ) (2.24)

2(A(®+B1(D)

ve

r(t)B1(t) r(t)B,(t)
6092 = - () e = 09) = (i) (-o(c - 09)

= <z—(£33(30)) max {0, Supsefe—r(0),0| =PI} = BOM (=) (2.25)

elde edilir. (2.24) ve (2.25) birlikte dikkate alindiginda, Teorem 2.2’den lim,_,,, v(t)=0

yazilir. Buise lim.,,, y(t)=y*(t) sonucunu verir.

Lemma 2.4 (Al)-(A4) sartlari mevcut olsun. Bu durumda (2.1) denkleminin biitiin ¢6ziimleri
saliimlidir ancak ve ancak (2.3)’{in biitiin ¢éztimler salinimlidir.

Ispat. Kabul edelim ki (t) , [—7,) araliginda salimmli olan bir ¢dziim olsun. Lemma
2.1°den  x(t) = [lo<t,<c(1 + by) ¥(t) yazilabilir. Bu ise x(t)nin (2.1) denkleminin bir

¢oziimii oldugunu gosterir. [Jo<r, <¢(1+ by) > 0 oldugundan x(t) salimmlhidir ancak ve

ancak y(t) salimmlidir.

Teorem 2.4 (Al)-(A4) sartlart mevcut olsun. Ayrica, Kabul edelim ki

V') + (e(l-s) ff—«o*_\(S)f(S)dS) B0y (O)(1 — )V (t — () = 0 (2.26)
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denkleminin biitiin ¢dziimleri salinimli olsun. Bu durumda, (2.5)’in biitiin y*(t) civarinda
salimimlidir.

Ispat. Celiskiye diismek i¢in Kabul edelim ki (2.5) denkleminin bir y(t) ¢oziimii y*(t)
civarinda salinimli olmasin. Bu durumda, y(t) > y*(t) ve @(t) > 0 oldugu Kabul edilebilir,
oyle ki

y(t) = y*(t)e?® (2.27)

dir. Yani, y(t)’nin y*(t) civarindaki salinimi ¢(t) ‘nin sifir civarindaki salinimi anlamina

gelmektedir.
(2.27y'den  A(t) = [Tocryct-o(1 + b)) A(t) ve Bi(t) = [Tocr,<t-0(1 + bi) B(t)

olmak iizere
0'(0) + Ay (O)(e?® — 1) + By (Dy" () (e? W —1) =0, (2.28)

dir . Dikkat edelim ki

e¥-1

p(e? —1) >0 (# 0igin) ve limq;—»oT =1 (2.29)

dir. (2.29)’dan, herhangi keyfi bir ¢ igin § > 0 vardir 6yle ki her 0 < ¢ < § i¢in
(e?-1)=21-9e
yazilabilir. Oncelikle t — o0 i¢in ¢@(t) — 0 oldugunu gosterelim. (2.28)’den
9'(0) = AWy O (e*® - 1) =By ) (e? ) —1) <0 (230)
oldugu goriilebilir. Boylece, ¢(t) azalan bir fonksiyondur ve boylece

lim@(t) =n € [0,x)
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dir. Simdi de n = 0 oldugunu ispatlayacagiz. Eger n > 0 ise, bu taktirde bir & > 0 vardir
oyleki t > T, igin n — & < @(t) < n + € yazilabilir. Tekrar (2.30) incelendiginde,

o' +AM®Y* () (e"* - 1)+ By () (e"*-1) <0 (2.31)
elde edilir.  A(t),B;(t) ve y*(t) fonksiyonlar1 w periyoduna sahip fonksiyonlar
olduklarindan P(t) = A(t)y*(t) ve Q(t) = B;(t)y*(t) fonksiyonlar1 da w periyoduna sahip

fonksiyonlar dir dyle ki

— 1 < < = p*
P, tg[lol’r(})]P(t) <P(t) < tre‘rﬁgg]P(t) P

ve

Q. = min] Q) =Q() =< max, Q) =Q"

telo,w
dir. Boylece,

() < —P(e"*-1)—Q.(e"* - 1) (2.32)
elde edilir. (2.32)’nin T.’den t'ye integrasyonu t — oo ig¢in  ¢@(t) = —o olur ki bu bir
celigkidir. Boylece, n =0 dir ve t — o igin ¢@(t) sifira yakinsar. (2.28)’deki sonugtan
@(t) ‘nin

@'(t) + Ay (1 = &)p(t) + By (1)1 — &o(t — () < 0 (2.33)

diferansiyel denkleminin bir pozitif ¢6ziimii oldugu sdylenebilir.
o(t) = e A=A ©dsyy (¢ (2.34)
doniistimiinden faydalanarak W(t)’de

w'(t) + (e“—e) ff_ra)%)f(S)dS) B:()y*(t)(1 — &)W (t — =(t)) < 0. (2.35)
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diferansiyel denklemin bir pozitif ¢dziimii olur. [19]’daki Sonug 3.2.2°den

V'(t) + (e(l_g) ff-«o*_\(SW(S)dS) B,y ()1 —e)V(t — (1)) =0, (2.36)

diferansiyel denkleminin Gyle bir pozitif ¢oziimii vardir ki V(t) = W (t) sartin1 saglar. Bu ise
(2.26)’nin biitiin pozitif ¢oziimlerinin salinimli oldugu iddias: ile gelisir. Boylece, (2.5)
denkleminin her pozitif ¢éziimii y*(t) civarinda salimmlidir. Diger bir degisle Lemma

2.4.’den (2.1)’in biitiin pozitif ¢oziimleri x*(t) civarinda salinimlidir.
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3. GBM BEYIN TUMORUNUN MATEMATIKSEL MODELi VE KARARLILIK
ANALIZI

Glioblastoma multiforme (GBM), beyin tiimdrleri igerisinde dliimlere neden olan en tehlikeli
kanser tiiriidiir. GBM tedavisi i¢in tipik bir yaklagim, cerrahi miidahaleden sonra kemoterapi
ve radyoterapiye bas vurulmasidir [1]. Basta monoklonal kokenli bir timor olarak tespit
edilen GBM, zaman igerisinde farkli biiyiime oranina ve ilaca karsi direngli popiilasyonlar
tretmektedir. Bu durum ise tedavi siireci i¢in miithis bir engel teskil etmektedir [2-5].
Matematiksel modelleme yaklagimlari, timoérlerin tedavi siirecinde laboratuar ¢alismalarini
destekleyici farkli bakis agilar1 sunmasi nedeniyle biiyilk 0nem arz etmis ve bir¢ok
arastirmada yer almistir [6-16]. Bu diisiince dogrultusunda, model olusturma caligsmalari
incelendiginde, timor yogunlugundaki (veya yogunluklarindaki) artis ile ila¢ etkisi gibi
problemlerde diferansiyel denklemin (veya diferansiyel denklem sistemlerin) dikkate alindig1
goriilmistiir. Fakat, 1982 yilinda Busenberg ve Cooke, siirekli ve ayrik zaman gz Oniine
aliacak sekilde hibrit denklemlere (veya sistemlere) odaklanilmasini saglamiglardir [17]. Bu
diisiinceye gore, Ortlisen jenerasyonlar (overlapping generation) icin siireklilik (diferansiyel
denklem) arz eden bir durum mevcut iken ¢evresel olaylarin etkinligi siirekli olmayabilir. Bu
yaklasimi GBM tiimorii i¢in uyarladigimizda, hassas tiimor hiicreleri belirli bir yogunluga
ulastiktan sonra direngli timor hiicreleri liretmekte ve bdylece model olustururken tiimoriin
evreleri dikkate alinmalidir. Bununla birlikte, ilag tedavisi de belirli zaman araliklarinda
uygulanmaktadir ve boylece ilacin timore etkinligi de siireklilik arz etmemektedir. Bu ve
benzeri faktorler, pargali siirekli arglimanlar gibi hibrit sistemlere odaklanilmasina yol
agmustir [18-20].

Bu c¢alismada duyarli ve direngli popiilasyonlara sahip GBM tiimériiniin global kararlilig
incelenmistir. (3.1) parcali arglimanli ve zamana gore gecikmeli diferansiyel denklem sistemi

tasarlanmistir:

2 = px()) + rix(® (Ry — oy x(0) — ax([t — 1)) — v, x®y ([t — 11) — dyx()x([t]) -

dt
Y = ry(®) (Ry = BLy(® — By (It — 1)) + v, x(IDy(®) — day®y (It

olmak tizere t>0, parametreler a4, ay,B,,B,,v,,p,d1,d2, Ry, Ry, 11 Ve 1, porzitif reel sayilar
ve [t]’de t € [0,) i¢gin tam degeri ifade etmektedir. p , doniisiim parametresidir. R; ve R,
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sirastyla duyarlt ve direncli tiimér popiilasyonunun tagima kapasitesini gostermektedir.
0y, 0,3, Vve B, lojistik denklemi olusturan parametreler iken v, , duyarli hiicreden direngli
hiicreye doniisiim katayisidir. d; ve d, , ilacin etkisi ile tumor hiicrelerine verilen zarara

karsilik gelmektedir.

t € [n,n+ 1) aralifinda t — n + 1 olmak iizere (3.1) denklem sistemi

x(n)-{p+r1 R;—ayrix(n—1) —Y1Y(H—1)—d1x(n)}
p+r{R;—a,r;x(n-1) —yly(n—1)—(a1r1+d1)x(n)}-exp(—{p+r1 R;—0,r1x(n—1) —yly(n—1)—d1X(n)})+a1r1X(n)
y()-{rzRo =B, r2y(m=D+y,x(n)—d,y(n)}
{raRy—B,ry(n—1)+y,x(n)— (B, r2+d )y(m)}-exp(—{rR,—B,ry(n—1)+y, x(n)—d,y () }) +, ry(m) ’

(3.2)

x(n+1)={

yin+1) =

seklinde yazilabilir. Bundan sonra

{p + 1Ry —oprix(n—1) —y,y(n — 1) —dyx(n) #0 (3.3)

R, — BZFZY(H -+ le(n) —day(n) #0

oldugu kabul edilecektir. (3.1) denkleminin ¢ézlimlerinin global davranisini incelemek i¢in ,
bunun alt araliklardaki c¢oziimii olan (3.2) fark denklem sistemi dikkate alinacaktir.

Hesaplamalar sonucunda, (3.2)’nin pozitif denge noktasi

u= ()_( }_,) _ < (p+r1Ry)(da+B,r2+B,r2)-T2Roy;  pRp(dg+apry+agr)+(p+riRy)y, ) (3 4)
i (d1+a2r1+a1r1)(d2 +Bzr2+Blr2)+y§ ! (d1+a2r1+a1r1)(d2 +B2r2 +Blr2)+y% ! )

(p+r1R1)(d2+Blr2 +Bzr2)
rsz

seklinde bulunur. Burada y, < olup

{A =p+rRy — (0pr; +d)X—7,7>0 (3.5)

B = rsz - (Bzrz + dz)}_’ + 'Yl)_( >0

yazilsin. u denge noktasinin (3.2) civarinda lineerlestirilmesi ile
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_ (ytogryexp(-A)=d, N v,(1-exp(-B))

I(‘u'1 oqI'q ! B1r2
—A)- —B)-
u, = GZ(EXPO(L )—1) and vy = (B,rz+dz)exp(-B)—d, (3.6)
1 Ber
_ 1,(exp(=A)-1) B, (exp(-B)-1)
k u4 - oqI'q v4- = 2 Bl

yazilabilir ki buradan (3.2)’nin karakteristik denklemi

A —(ug + va)A3 + (uvs — vy — uy)A% + (ugvy + upvs — ugvy)A + uyv, = 0. (3.7)

elde edilir.

Teorem 3.1. (X,¥), (3.2) denkleminin pozitif denge noktasi olsun ve kabul edelim ki

0zB,d1—a4B, dg (ar+az)B,

dz o4

<r < r,>——and —2*<d;< 3.8
a%ﬁz"’“%ﬁl 1 oz +oq ' 2 B2+B1 (XZBZ 1 (XZBZ_QlB]_ ( )

O ﬁl .« e - -

sartlart o, > a4 ve —> 5. lein saglanmis olsun. Eger
1 2
( a2ﬁ2r1r2+a1[32r1r2+ﬁ1r2d1+d1d2 )<B<In<01B1r1r2+a2ﬁ2r1r2+a1r1d2+[31r2d1+d1d2) (3 9)
a1B1r1r2+a1[32r1r2+a2ﬁ1r1r2+a2ﬁ2r1r2+d1d2 azﬁzrlrz+(12Blr1r2+(x1r1d2+d1d2 ! )

ise, bu taktirde pozitif denge noktasi yerel asimptotik kararlidir.
Ispat. Jury Kosulundan (veya Schur-Cohn kriteri’nden [15]) pozitif denge noktasiin yerel

asimptotik kararli olmasi i¢in asagidaki kosullar saglanmalidir:
(@ p(1) =1—(uy +v3) + (uyvs — vy —uyz) + (Vs + uzvs —uuvy) +uzvy >0
(b) (=1)*p(=1) = 1+ (ug +v3) + (U1V3 — V4 — Uz) — (U4 + UpV3 — UgVy) + Upvy > 0
(©luzvy| <1

(@) ve (b)’den

14+ uyvs +uyvy > vy + uy. (3.10)

27



yazilabilir. (3.6) ve (3.10)’dan

14 ((d1+a1r1)e_A—d1) ((B1r2+d2)e‘B—d2) + (az(e_A—l)) (Bz(e‘B—l)) S B,(e"B-1) n az(e™A-1)

0qr1 Byr2 0 By By g
(3.11)
dir. (3.11)’in diizenlenmesi ile r; < G b r, > L2 ye o, > o, olmak iizere
Op+0oq Op—0q1 B2+B1
|n< Q2B2r1r2+Q1B2r1r2+B1r2d1+d1d2 )<B<In(a1[31r1r2+a2[32r1r2+a1r1d2+[31r2d1+d1d2> (3 12)
a1B1r1r2+a1[32r1r2+(12[31r1r2+a2[32r1r2+d1d2 (12[.))21'11'2+(12Blr1r2+(11r1d2+d1d2 ! )
elde edilir. (c)’den
_e—A _e—B
o) B0 g, (3.13)
01 Bl
seklinde olup A>0 ve B>0 dir. (3.129’den
B r2(d;—(0z+aq)ry) B B r2(d;—(oz—aq)rs)
<l-e%< . 3.14
az[32r1r2+a1[32r1r2+[31r2d1+d1d2 alﬁlrlrz+(12B2r1r2+(11r1d2+Blr2d1+d1d2 ( )
yazilir. (3.14) ve (3.13)’den
dsz(l—e_A)(l—e_B) azﬁzrz(dl—(az—al)rl)(l—e_A) < 1 (3 15)
alﬁl a1(alﬁlrlrz+a2ﬁ2r1r2+a1r1d2+ﬁ1r2d1+d1d2) )
elde edilir ki bu bizi
0f,12(d;—(0z—01)rq) 1< 02B,12(d;—(az—04)r1) A
al(a1B1r1r2+a2B2r1r2+a1r1d2+[31r2d1+d1d2) al(a1B1r1r2+a2[32r1r2+0L1r1d2+Blr2d1+d1d2)
sonucuna ulastirir. Yukaridaki esitsizligi inceledigimizde
(12[321"2 (dy — (ap —0q)ry) — (11((11[311"11"2 + (12[321"11"2 +oyrid; + Blrzdl + d1d2)
< 0‘2[321'2 (dy = (o — 0)ry)e™ (3.17)

28



elde edilir. —E < dy <@t e o2 B Gugundan

2P, aZBz_alﬁl 51 Bz

azB,dq—oqP d
222 1 21 1 < rl < 1
a3B,+aif, o+

olmak

01

lizere esitsizliginin sol tarafi negatif elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3.2 {(x(n),y(n))}n—o , (3.2) denkleminin bir pozitif ¢6ziimii olsun. Kabul edelim Ki

n=0,1,... i¢in

{alrlx(n) <p+rRy —oprix(n—1) —y,y(n — 1) — dyx(n) (3.18)
B,r2y(n) <R, — B,rpy(n — 1) + y,x(n) — dpy(n) .
sart1 mevcut olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar dogrudur.
i) (3.2) denklemin biitiin pozitif ¢oziimleri
p+riRy o1Rpriry+y, (p+r1Ry)
x(n) € (0, o ) ve ym)e (0, P ) (3.19)
araligindadir.
i) (3.2) denklem sisteminin ¢dztimleri monoton artandir.
Ispat. Ispat okuyucuya birakilmistir.
Teorem 3.3. (3.2) denklem sistemi
x(n + 1) = f(x(n),y(n),x(n — 1),y(n — 1))
F(x(n),y(n),x(n—1),y(n—1 ={ 3.20
(e x(n = 1),y = 1) = {014 1) = gixm), y(, xtn = D, y(n - 1) G20

seklinde yazilmis olsun. f ve g fonksiyonlarinin x ve y’ye gore birinci mertebeden kismi
tirevleri I c R* ve f, gV c (R > c R* olmak iizere siirekli olsun. Ustelik Kabul
edelim ki

o1r1X(n) <p + 1Ry —oprix(n — 1) —y,y(n — 1) — d;x(n) (3.20)
ve

Blrz}’(n) <rR; — Bzrz}’(n -+ le(n) — dyy(n), (3.21)
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dz

. e d
saglansin Oyle ki~ 204 >0, > 04,23, > B, > B, ve vy, <d; dir. Eger r; > a—i, r, > X

x(n) < L ve y(n) < L olmak iizere
OpI'q Ber

aqr1x(n) A—oqr1x(n)
1—a,r x(n) <A< ( 0,11 Ax(n) )' (3.22)
ve
Blr‘ZY(n) B_B1FZY(n)
gy <2 < ln( B,r2By(n) ) (3:23)
ise, bu taktirde (3.20) denklem sisteminin I’da 2’li devri yoktur.
Ispat. Baslangig kosullar
{5(2) = (x(1),y(1),x(0),y(0)),s(3) = (x(2),y(2),x(1),y(1)) (3.24)
r(2) = (x(1),y(1),x(0),y(0)),r(3) = (x(2),y(2),x(1),y(1)),
olmak tizere bir 2’li devir
5(2) = f(s(3)) = £(f(x(1),y(1),x(0), y(0)) ) 025)

r(2) = g(r(3)) = g(8(x(1),y(1),x(0),y(0)))

sartin1 saglamalidir. Bu durumda e f:((;)(l + Z—ﬁ)dx #0, f:((;))(l + Z—;)dy # 0, f:((;;)(l +

ag r(3)
—)dx #0 ve fr(z)

1+ Z—i) dy # 0 olmalidir. Bu diisiince dogrultusunda asagidaki durumlar
incelenmistir:
. f(x(n),y(n),x(n — 1),y(n — 1)) fonksiyonunun x(n), x(n-1), y(n) ve y(n-1)’e gére kismi

tiirevleri alindiginda, f'in x(n9’e gore kismi tiirevinden

of 1

1+-2L =
dx(n) ((A—(xlrlx(n))e_A+Ol1r1X(n))2

x {(A — ayryx(n))e™Ax(n) (2041, — dy) + (A — ayryx(n))e™
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((A —oyryx(n))e™ — dlAX(n)) + ay1y (x(n))z(ozlr1 —d,)

+(A — ayryx(n))Ae™ + (0411 + dy)Ax(n)e 4} (3.26)

. d 3 3
elde edilir. r; > a—l oldugundan, eger

1

(A — a;ryx(n))e™ — d;Ax(n) > 0 (3.27)
ise, bu taktirde 1 + %{n) > 0 dir. (3.27) kosulundan x(n) < di olmak iizere
1
(Xlrlx(n) A—alrlx(n)
1-d;x(n) <A< ln( d;Ax(n) )' (3.28)
af

elde edilir. F’in x(n-1)’e gore kismi tiirevinden 1 + > 0 vardir, eger 204 > oy > o4

dx(n—1)

1 .
ve x(n) < — olmak iizere
0zIy

a1 X(m)(02—041) <A<In (L) (3.29)

0z 0171x(n) (02 —01)

ve

aqryx(n) <A<In (A—alrlx(n)) (330)

1—a,r1x(n) apr{Ax(n)

kosullart mevcut ise. (3.29) ve (3.30) birlikte dikkate alindiginda, o, > a; olmak {lizere

ar1x(n)(oy—aq) aqrix(n) A—aqr1x(n) oA
Oy < 1—apri1x(n) <A<In ( apriAx(n) ) <In (alrlx(n)(az—al)) (331)
sonucuna varilir. F’nin y(n)’ye goére kismi tiirevinden 1 + %{n) =1> 0 elde edilir. Son

olarak f’nin y(n-1)’e gore kismi tiirevi alindiginda

af 1
dy(n-1) ((A—a1rlx(n))e_A‘i'(hrlX(n))z
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X {(A — oyryx(n))e™A ((A — oyryx(n))e™ — yle(n)) + o041y (X(n))z(ozlr1 -7,)

+(A — oqryx(n) )eAx(n) (20411 — 7,) + v, Ax(n)e 4} (3.32)

. 1 < -
yazilabilir. x(n) < - ver; > ;Tl oldugundan, eger
1 1

aqryx(n) A—oqr1x(n)
LIPS (—) 3.33
) " am (3.33)

of

ise, bu taktirde 1+ 50D

>0 dir. (3.28), (3.31) ve (3.33)'ten v, <d;, 1, >2>
2

¥, 1 1 1 ..
-+ ve x(n) < — < = < —kosullar1 icin
o2 ( ) O d; Y1 } ¢

aqrix(n) aqr1x(n) aqr1x(n) A—aqr1X(n) A—aqr1X(n) A—oqr1xX(n)
1-y,x(n) < 1-d;x(n) < 1—-ar1x(n) <4<In ( apr1Ax(n) )< ln( d;Ax(n) ) < ln( v, Ax(n) )

(3.34)

elde edilir.
Il.  gx(m),y(n),x(n—1),y(n— 1)) fonksiyonunun x(n), x(n-1), y(n) ve y(n-1)’e goére

kismi tiirevlerinden asagidaki sonuglar elde edilir:

1+ aifn) = B1r2(Y(n))2(B1r2 - dz) + (B - Blrzy(n)) e_By(n)(Zﬁlrz — dz)

+(B= Byray(m) e (B = B,ray() e — d;By(m)) + (B, + do)e P By(w

+B (B — Blrzy(n)) e B,
igin, eger rp, > %ve y(n) < di ise, bu taktirde
1 2

Bl I Y(n)

B_BerY(n)
LS <B<In (—) (3.35)

d;By(n)

olmak tizere 1 + 99 > 0 elde edilir.
oy(n)

g’nin y(n-1)’e gore kismi tiirevi
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+ 6y(ar;q—1) - (B - Blr23’(n)) e ® ((B - B11‘ZY(H)) e B —B,r, By(n))
+B,r22y(m)*(B, — B,) +B,r.e EBy(n) + (B — Blrzy(n)) eBy(m)r, (2B, —B,) |

olmak iizere B, > B, > B, ve y(n) < B% oldugundan, eger
142

(B,—B,)B,r2y(n) ( BB )
2 L1 s << B<In|——3F—— 3.36
B2 n (ﬁz_ﬁl)ﬁlrz}’(n) ( )
ve
Bir2y(n) (B—Blrzy(n)>
1-B,r2y(m) <B<In B,r2By(n) )’ (3.37)

ise, bu taktirde 1 +

a‘g 3 ) v
7 (1) > 0 dir. (3.36) ve (3.37)’den B, > B, oldugundan

(Bz_ﬁl)ﬁerY(n) BerY(n) (B_B rZy(n)> ( B B )
< < B <In (22 o (— P22 ) (3.
B, 1-p,r2y(m) "B, By "G, (339

bulunur. Ben zer sekilde 1+ 29 e q + 09 icin kismi tiirevler incelenebilir. Son
ax(n) dx(n-1)
olarak (3.35) ve (3.38)’den r, > 253 e y(n) < L <2 olmak iizere
By B, B,rz  d2
B r2y(n) B r2y(n) (3—311"23/(11)) B—p,roy(n)
1-dzy(n) ~ 1-B,rzy(n) <B<In B,r2By(n) ( d;By(n) )’

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

(X,y) pozitif denge noktasinin global asimptotik kararlilig1 i¢in (3.19) kabuliine ilave olarak
asagidaki ek sartlara ihtiya¢c duyulmaktadir.

] +r{R a1Rprra+y, (p+riRy) g
i) fve g, sirasiyla (0, u) ve (0, e U=t > araliginda taniml olsun.
g 0B, r1r2

i)f: (O, &lRl) X (O, a1R2r1r2+Yl(p+r1R1)) - (O, L1R1) siirekli bir fonksiyondur.

- a1B 1112 01l
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|||)g (0’ LlRl) % (O, a1R2r1r2+Y1(p+r1R1)) 5 (0’a1R2r1r2+vl(p+r1R1)) siirekli bir

LGRS 01B, r1r2 a1B 1l

fonksiyondur.

Sonug 3.1. (X,¥) pozitif denge noktasi Teorem 3.1-Teorem 3.3 sagliyor olsun. Bu durumda

(3.2) sisteminin pozitif denge noktas1 global asimptotik kararlidir.

Teorem 3.4. (2.2) sisteminin bir pozitif ¢ozimii {(x(n),y(n))}n=e olsun. Kabul edelim ki

d d .
r; > a—l ve r, > B_Z olmak tizere
2 2

o,1;X(20) < p + 1Ry — opryx(2n — 1) —y,y(2n — 1) — dyx(2n) < In (%) (3.39)

ve

B,r,y(2n) < 1R, — B,r,y(2n — 1) +v,x(2n) — d,y(2n) < In (y%”) (3.40)

sartlar1 saglansin. Eger
x2n)<x<x(2n—-1) ve y2n)<i<y(@2n-1) (3.41)

ise, bu taktirde (3.2) denklem sisteminin ¢éziimleri sontiimli salinimlidir.

ispat. (3.2) denklem sisteminden

x(2n+ 1) — x(2n)

_x(zn)-{p+r1R1—a2rlx(zn—l)—yly(zn—1)—(am+d1)x(zn)}(1—e-{l°+f1Rl-uzrlX<2“-1)-Y1y(2“-1)-d1X<2ﬂ>})

{p+r| Ri—aprix(2n—1)—y,y(2n—1)—(aj 11 +d; )x(2n)}e_{p+r1R1 —e2r X(zn_I)_Vly(zn_l)_dlx(zn)}+a1 r1x(2n)

(3.42)

yazilabilir. (3.39)’dan x(2n + 1) > x(2n) ve x(2n+1)<x(2n-1) elde edilir. Bu sekilde devam
edilirse

x(2n+3) >x(2n+2),x2n+5) >x(2n+4), ....
ve

w<x(n+5<xCCn+3)<xCn+1)<x(Cn-1)
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sonucuna ulasilir.

Simdi, x(2n+2) — x(2n) = % yazilsin dyle ki
2

G = {p +1R; — aprx(2n) —v,y(2n) — d;x(2n + 1)}
(x(2n + 1) —x(2n) - e‘{P"‘TlRl—Gzrlx(ZH)—Yly(2n)—d1x(2n+1)})

—(III‘IX(ZH + I)X(Zn)(l _ e—{p+r1R1—azrlx(Zn)—yly(Zn)—dlx(2n+1)})
Ve

D, = {p + 1, R; — oyrx(2n) — yly(Zn) —d;x(2n + 1)} - e~ AR =0 x(@2n) -y, y(2m)—dix(2n+ 1}

+(111'1X(2n + 1)(1 _ e—{p+r1R1 —a2r1X(Zn)—yly(Zn)—d1X(2n+1)})

dir.
Asagidaki esitsizlikten

p+ 1Ry —aprx(2n) —y,y(2n) —d;x(2n + 1)
> [ 4+1R —aprx(2n—1) —y,y(2n — 1) — d;x(2n), (3.43)

diizenlemeler yapildiginda x(2n — 1) > x(2n), y(2n — 1) > y(2n) elde edilir.

x(2n — 1) > x(2n + 1) oldugundan (3.43) esitsizliginden r; > 2—1
2

o1 (x(2n — 1) —=x(2n)) +v,(y(2n — 1) —y(2n)) — d;(x(2n + 1) — x(2n))
>(opr; —d)(x(2n— 1) —x(2n)) +v,(y(2n - 1) — y(2n)) (3.44)

dir. C, > 0 oldugunu gostermek i¢in asagidaki esitsizlik incelenmelidir:

{p + Ry = (oyr; + apr)x(2n) — y,y(2n) — d;x(2n + 1)}x(2n +1)
> x(zn)e—{p+r1R|—azrlX(Zn)—yly(Zn)—dlx(2n+1)}{p + 1R, — (XQI‘]X(21’1) _ Y1Y(2n)

- (dl + Glrl)X(zn + 1)}
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Burada, x(2n + 1) > x(2n) oldugundan,

p+ 1Ry — (oyr; + apr)x(2n) —y,y(2n) — d;x(2n + 1)
>p+ 1Ry —aprx(2n) —v,y(2n) — (d; + ayr)x(2n + 1)

ve

X(Zn + 1) > j(zn)e—{p+r1R1—azrlx(Zn)—yly(Zn)—dlx(2n+1)}
dir. Boylece, r; > i—l olmak tizere x(2n + 2) > x(2n) bulunur. Benzer sekilde r, > %igin
2 2

x(Cn) <x(Cn+2)<xCn+4H<--<l<-<xCn+3)<x@n+1)<x(n-1),
sonucuna ulagilir.

Ornek (3.2) denklem sisteminin parametre degerleri [38]’deki ¢alismalar dikkate alinarak
secilmistir. Burada  p=0.192, R, = 0.42 + 3873 = 4704, R, =0.11+3873 = 1232 dir.
Duyarli tiimor hiicresinden direngli tiimor hiicresine degisim aralig [1 07,1 0_2] dir.
[38]°deki parametreler B, = 0.05 ve B, = 0.2 dir. a; = 0.51 ve a, = 0.555 alinmistir. Ilacin
timor hiicrelerine etkisi d; = 0.6 ve d, = 0.006 olarak alinmistir. Her iki tiimor popiilasyonu
farkli biiyiime oranlarina sahiptir. Burada r =1, ve (1.05) *r = r, olarak alinmistir. Sekil 1

ve Sekil 2 duyarli ve direngli tiimdr popiilasyonlarin Teorem 3.1 kosulu altindaki

davranigini gostermektedir. Burada degisim oran1 y, = 0.01 olarak alinmugtir.

Theorem 3.3’teki kosullar altinda B, = 0.15 ver = r; = 0.08 olarak alinmustir. Pozitif denge
noktasi civarindaki global asimptotik kararlilik Sekil 3’te gortilmektedir.

Theorem 3.4 i¢in r=r1; = 1.09 ve B, = 0.05 olup soniilii davranig Sekil 4’te goriilmektedir.
Son olarak Sekil 5 ve Sekil 6 da duyarli ve direngli tiimor popiilasyonlariin bifurcation
diagrami verilmektedir. Burada kirmizi duyarli timor popiilasyonunu ve mavi de direngli

timor popiilasyonunu gostermektedir.
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x(n+1)x(n) and yin+1)/y(n)
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