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OZET

Son 20 yilda tiimor popiilasyon dinamik modelleri ile ilgili bir ¢ok calisma yapilmistir. Bu
calismalar, malignant-normal hiicre sisteminden olusan i¢ ¢ekismeli bir dinamik modelleme
olusturarak bu biyolojik olay1 farkli yaklagimlarla ayrintili olarak incelemeye almislardir. Bir
¢ok calismada malignant ve normal hiicre arasindaki i¢ ¢ekisme, Lotka-Volterra sistemleri
veya Verhulst (Lojistik) denklemleriyle ifade edilmeye ¢aligilmistir.

Kesirsel mertebeden tiirev ve integraller teorisi uygulamada biiylik 6nem tasimaktadir ve son
zamanlarda biitiin fen ve mihendislik bilim dallarinda ¢ok genis bir uygulama yeri
bulmaktadir.

Bu proje ¢aligmasinda biyolojik olaylar ve bunlarin kesirsel mertebeden diferansiyel denklem
modelleri seklinde tasarlanmig calismalari incelenecektir. Bu sebeple, kesirsel mertebeden
diferansiyel denklemlerle ilgili teorik calismalar ve bununla birlikte kesirsel mertebeden
diferansiyel denklemlerin av-avci modelleri gibi biyolojik olaylara uyarlamalar1 analiz

edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Kesirsel Mertebeden Diferansiyel Denklemler,Global Kararlilik,

Lojistik Denklemler, Av-Avci Modelleri, Popiilasyon Dinamigi



ABSTRACT

In the last 20 years many dynamic models about tumors are studied in different fields. The
studies are about tumor cells-sensitive cells where an interaction model were designed. The
models were constructed by using Lotka-Volterra systems to explain the interaction or by
Verhulst (Logistic) equations for monoclonal growths.

Fractional order derivative and integral theories are very important in the application part
and have been used in science and engineering.

In this Project we explained some biological phenomena using the tools of fractional order
diferential equations. Thus, we worked at first about the theoretical studies on fractional
order equations nd thereafter we created models for monoclonal and populations with
multiformes to explein the stability in view of the density.

Key Words: Fractional order diferential equations, global stability, logistic equations, pray-

predator models, population Dynamics.



1. GIRIS

Malignant tiimor ve normal hiicrelerin popiilasyonlar1 arasindaki c¢ekismeden olusan
dinamik sistem hem matematik¢ilerin hem de tip, biyoloji gibi diger bilimlerin ilgisini ¢ceken
onemli bir konu olmustur. Ciinkii bu tiir i¢ ¢ekismeli popiilasyon yapilarinda bir degisimin
gozlenmemesi (tiimoriin uyku hali) veya diisiik popililasyon yogunluklar1 i¢in timor
hiicresinin biiyiimesinin engellenmesi hatta gerilemesi olumlu bir klinik vaka olarak kabul
edilmektedir. Bu anlamda aslinda analiz edilen durum, insan viicudunda meydana gelen
muazzam direnis ve bu direnisten viicudun tek basina galip gelememesidir.

Tiimor biiyiimesi ile ilgili Lotka-Volterra modelleri, formiilasyon olarak basit olmalarina
ragmen, kanser gelisimi ile ilgili farkli dinamik yapilar1 tarif edebilmektedirler. Bunlari
asagidaki sekilde 6zetleyebiliriz:

a) Sinirsiz biiyiime, yani kontrol altina alinamayan tiimdr biiyiimesi durumu

b) Sabit-durum kosulu, yani normal ve malignant hiicrelerin popiilasyonlar1 bir arada yasiyor
ve yogunluklarinin degigsmiyor olmasi ( tiimdriin uyku hali)

¢) Timor hiicre popiilasyonun yogunlugunun devirli kesitler gostermesi durumu (tiimor
kendisini yinelemesi)

d) Normal hiicredeki bagisiklik sisteminden kaynaklanan tepkinin harekete gecmesiyle sabit
haldeki tlimoriin yok edilmeye ¢alisilmasi durumu (tlimoriin gerilemesi).

Biitiin bu distinceler dikkate alinarak bu proje kapsaminda tiimor-insan viicudu direng
sisteminin i¢ ¢ekismesinden olusan bir popiilasyon modeli iizerinde ¢alisilacak ve asagidaki
maddeler dogrultusunda incelemelerde bulunulacaktir:

i) Kesirsel mertebeden bir modelin olusturulmas: ile goz Oniine alinan tiimor-direng
sisteminin i¢ ¢ekismesinin tiimoriin diisiik yogunlukta olmasi halindeki yapisit ve davranisi
incelenecektir. Bdylece erken teshis asamasinda tiimoriin popiilasyonunun seyri dikkate
alinmis olunacaktir ve bu sebeple, Allee etkisi modellemeye dahil edilerek tiimor olusumunun
yeni basladig1 bir asamadaki davranisi incelenmeye c¢aligilacaktir.

ii) Aslinda varilmak istenilen hedef, tiimor popiilasyonunun stabil tutulmasi kadar bu tiimériin
gerilemesi hatta yok olmasidir. Bu agidan bakildiginda Allee’in yaptigi calismalar 6nemlidir.
Bu calismalarda popiilasyon yogunlugunun esik degerine (threshold) ulagmasinin
poplilasyonun yok olmasi i¢in gerekli kosullar oldugu vurgulanmistir. Bu sebeple,timor
popiilasyon yogunlugu esik degerini asip maksimum degere ulagsmaya yonlenirken belirli bir

pozitif degerde stabil tutabilmek i¢in gerekli kosullar arastirilacaktir. Timor popiilasyon



yogunlugu esik degerine yakin degerlerde seyretmesi halinde esik degerine ulasmasi ve yok
olmasi i¢in gerekli kosullar incelenecektir.

Kesirsel mertebeden tiirev ve integraller teorisi uygulamada biiyiik 6nem tasimaktadir
ve son zamanlarda biitiin fen ve miihendislik bilim dallarinda ¢ok genis bir uygulama yeri
bulmaktadir. Cogu matematik¢i ve diger disiplinler kesirsel hesaplamalar kullanarak doga
olaylarmi1 modellemeye c¢alismaktadir [14-26]. Ornegin, Nigmatullin ve Nelson [27] deki
caligmalarinda kompleks sistemlerde kesirsel kinetik terimleri tanimlamislardir. Jesus,
Machado ve Cunha ise [28]’da botanik eclektriksel direnglerde kesirsel mertebeden
dinamikleri analiz etmiglerdir. [29]’deki ¢alismada Petrovic, Spasic ve Atanockovis bir insan
kok minesi i¢in kesirsel mertebeden bir matematiksel model gelistirmislerdir.

Asagida kesirsel mertebeden integral ve tiirev tanimu ile belirli 6zellikleri verilmistir.

Tamim 1.1. t >0 olmak iizere f(t) fonksiyonunun S R™ mertebesinde kesirsel integral

t (t—s)f1
FF® =y

f(s)ds (1.1)

seklindedir [1,2].

Tammm 1.2. t > 0 olmak iizere f(t) fonksiyonunun a € (n — 1,n) mertebesinde kesirsel

tirevi

DUf(t) = [""D"f(t), D= % (1.2)

dir [14,15].

Kesirsel mertebeden denklemlerin bir¢ok uygulama alani bulunmaktadir. Bu proje
calismasinda biyolojik olaylar ve bunlarin kesirsel mertebeden diferansiyel denklem
modelleri seklinde tasarlanmis ¢aligsmalar1 incelenecektir. Bu sebeple, kesirsel mertebeden
diferansiyel denklemlerle ilgili teorik calismalar [14-21] ve bununla birlikte kesirsel
mertebeden diferansiyel denklemlerin av-avcr modelleri gibi biyolojik olaylara uyarlamalari
analiz edilecektir [22-29].



Av-avcr modeli diferansiyel denklem sistemi seklinde Alfred Lotka ve Vita Volterra
tarafindan tasarlanmistir. t € Rt olmak iizere (3) denklem sisteminde birinci denklem av
popiilasyonuna ve ikinci denklem de avci popiilasyonuna karsilik gelmektedir. a, av
popiilasyonundaki biliylime oranini, ¢, avci popililasyonundaki O6liim oranini, b, av-avci
kargilasmasinda av popiilasyonundaki oram1 ve d’de av-aver karsilagsmasinda avcl

popiilasyonundaki orani ifade eder. Buna gore, a, b, c,d > 0 olmak iizere av-avi modeli,

dx
- = ax — bxy
(1.3)
dy _
i dxy

seklindedir [30].

t € R* olacak sekilde bir adi diferansiyel denklemler seklinde ifade edilen av-avci
sistemi, gilinlimiizde mertebe kavraminin biyolojik olaylara kattig1 6nemden dolay1 mertebe
a € (0,1] olacak sekilde av-avcr modeli kesirsel mertebeden diferansiyel denklem seklinde

olusturulmustur [14]. Bu model

D&x; (t) = %, () (r — ax, (t) — bx, (1)),
(1.4)

D&x,(t) = x,(t)(—d + cx, (1)),

seklinde olup t € (0,T], @ € (0,1] ve x,(t),x,(t) = 0 dir. Burada x;(t), t zamana gore av
popiilasyon yogunlugu veya sayisina, x,(t) ise t zamana gore avci popiilasyon yogunlugu
veya sayisina karsilik gelmektedir. Denklem sisteminde yer alan parametreler ise i¢ ¢cekismeyi

tarif eden pozitif reel sayilardir.



2. MONOKLONAL BEYIN TUMORUNUN YOGUNLUGA BAGLI ANALIZi

Kanser hastalig1 bir¢cok bilim dalinin ilgisini ¢eken bir ¢aligma sahasi olmustur. Bu bilim
dallar1 igerisinde uygulamali matematik, kanser popiilasyonunun biiylimesi, ilacin etkisi ve
tedavi siireci gibi olaylar1 analiz eden ve buna gore modeller tasarlayan onemli bir yardimci
alan olmustur. Bu ¢alismalar igerisinde J.L. Gevertz ve S. Torquato [31], ve bununla birlikte
J.E. Schmidt et al. [32] 6nemli katkilara sahiptirler.

Bu calismada monoklonal bir beyin tiimoriiniin ilaca karst yogunluk analizi yapilmistir.
Tasarlanan model kesirsel mertebeden bir diferansiyel denkleme karsilik gelmektedir. Burada
r tiimorilin bliylime orani,  popiilasyonun tasima kapasitesi ve y ilacin popiilasyona etkisi

olmak tizere denklem

Dax(t) = x(8) |(r(1 - Bx(®))) +yx(®)] (2.1)

seklindedir.

Oncelikle, a € (0,1] olmak iizere

Dax(t) = f(x(1)) = x(t) | (r(1 = Bx()) ) + yx(®D)], £ >0 vex(0) =x,, (22)

seklindeki baslangic deger problem gz Oniine alinsin. Burada (2.2) denkleminin kararlilik
analizi yapilacaktir. Denklemin denge noktasina u(t) eklenerek pertiirbasyon yapilmasi, yani
x(t) = x¥ + u(t) uygulanmasiyla

D*u(t)(t) = f'(X)u(t),t >0 ve u(0) =x, —x (2.3)

elde edilir. (2.2) ve (2.3)’ten

D*u(t) = [r —2x(Br —y)]u(t), t >0 andu(0) = x, — x (2.4)



yazilir. Kararlilik analizi i¢in Oncelikle denklemin denge noktast bulunmalidir. Yapilan

hesaplamalardan (2.2) denklemin denge noktalarinin x; =0 ve X, = - Br_y (r> % igin)

oldugu bulunur. Denge degerlerinin f'(x)'deki degerleri

f@E) =7 ve f(&) = |r—2=(r—p| =, (25

T
rB-y
seklinde elde edilir. Baslangi¢ deger probleminin ¢éziimleri bu durumda

D*u(t) = f'(xu(t) =ru(t), t >0 ve u(0) =xy—x; = xp (2.6)

ver > % olmak tlzere

r

D*u(t) = f'(iky)u(t) = —ru(t), t >0 ve u(0) =x, — 5y (2.7)
dir. Mittag-Leffler fonksiyonlari ise
u(t) = Tinoprersu(0) = Eq(rt®)u(0) (28)
ve
W(O) = Tico oy 10) = E(—rt*)u(0) (2.9)
dir.

Matignon’un sonucundan her bir |arg(eigen deger)| > % ise, bu taktirde u(t) azalan bir

fonksiyondur. Bu ise denge noktasinin yerel aimptotik kararli oldugu anlamini tagimaktadir.
Diger bir ifadeyle, eger eigen deger negative ise, denge noktasi yerel asimptotik kararlidir,

eiegn deger pozitif ise denge noktasi kararsizdir.

Bu durumda x; = 0i¢in A = f'(x;) =r > 0 olup X; kararsizdir. x, = Tﬁ%y denge noktasi

ise 4 = f'(x,) = —r < 0 oldugundan yerel asimptotik kararlidir.



[0,T], T <o ve C([0,T]) ise [0,T]’de tanimli siirekli fonksiyonlarin bir sinifn1 gostersin

Oyle ki norm
x|l = sup.le™x(t)l, N>O, (2.10)

seklinde olup bud a alt-norm ||x|| = sup.|x(t)| ifadesine denk olsun. Eger t > o = 0 ise,
C([0,T],) seklinde yazilsin.

Tamm2.1. x(t), (2.2) baslangi¢c deger probleminin bir ¢oziimidiir eger asagidaki sartlar
saglaniyorsa:
(i) (t,x(t)) € A, t€[0,T] olmak iizere A = [0,T] x B, B = {x € R:|x| < b}

(i) x(t) , denklemi yani (2.2)’yi saglar.

Teorem 2.1. (2.2) baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢6ziimii vardir 6yle ki x € C([0,T]),
x € X = {x € Ly[0, ], lixll = le™™x (D), } dir

Ispat. Kesirsel mertebe teorisinden (2.2) denklemi

1S x(t) = x(t) [(r(l - ﬁx(t))) + yx(t)] (2.11)

seklinde yazilabilir. (2.11)’e I%’nin uygulanmasiyla

x(t) = %o + 1 (x(0) |(r(1 = px(0))) + yx(1))). (2.12)
elde edilir. Operator F:C([0,T]) = C([0,T]) seklinde tanimlanmis olmak tizere
Fx(t) = xo + 1%(rx(t) — (rB — y)x(t)?) (2.13)

olur. Bu durumda r > %olmak lizere

e Ve (Fx — Fy) = e~1% (r(x() — () — (B — V) (x()2 = y()?))
= e [TED (r(x(s) — y(5)) — (B — () — ¥(s)D) ) ds

I'la)



_ fot (=" (- -9 (x(s) — y(s)) (r— (B —v)(x(s) +}I(S))) ~ds

I'l(a)

t(E=)""  _N(t- )
< fy o e M) ~y©) (r+ 0B = () + () e Nods
< r+20f-y)b
N N 0 I'(a)
elde edilir. Bu ise,
2(rB-y)b
||[Fx — Fyl|| SH(:I—[ZV)”x_y” (2.14)

sonucunu verir. Eger N% >r + 2(rf — y)b olacak sekilde bir N pozitif sayisi segilirse
(2.14) ifadesi

IFx = Fyll < llx = yll

seklinde olur. Boylece, F operatorii bir tek sabit noktaya sahiptir.
Diger taraftan, (2.12) bir tek x € C([0, T]) ¢6ziime sahiptir. Simdi, (2.12)’den

il 1“(?‘X(t) —(pr-px®)?) === 11_“1 I1%(rx(8) — (Br —y)x(©)?)

dt
- a3 I1 @1%(rx(t) — (Br — y)x(t)?)
= D(¢t) = El(rx(t) — (Br —y)x()?)
= D% (t) = rx(t) — (Br — y)x(t)?

ve

x(0) = xo + I“(x[(r(l — ﬁx)) + )/x])|t=0 =X,

elde edilir. (2.12) integral denklemi bu durumda (2.2) baslangi¢ deger problemine denktir ve

bdylece teoremin ispati tamamlanir.

Popiilasyonlar ile ilgili bir nemli ¢alisma Allee [33] tarafindan gelistirilmis olan ve Allee
etkisi olarak bilinen ¢alismadir. Birim basma tasima kapasite biiylime oraninda, lojistik
denklem modellerinde yogunluga bagl azalma goriilirken, doga olaylarinda aslinda boyle

olmadig1 ve bu fonksiyonun yogunlugun artmasi ile belirli bir maksimum degerine arttig1 ve



bu maksimum noktasina ulastiktan sonra azalma gosterdigi goriilmiistir. Laboratuvar
calismalar1 ile lojistik denklemlerde belirli yogunlukta goriilen bu uyumsuzluk ile bunu
gidermek amaciyla modele bir fonksiyon eklenmesi ile ilgili calismalar yapilmistir.
Giiniimiizde Allee fonksiyonu olarak bilinen ve popiilasyonun yogun olmamasi durumunda
lojistik denklem modeline dahil edilmesi gereken bu fonksiyon asagidaki ozellikleri
saglamalidir.

(i) Eger N=0 ise, bu durumda a(N)=0

(if) ¥ e (0,02) i¢in &' (W) = 0 dir.

(iii) lim,_ . a(N) = 1; dir.

Bu kisimda, t zamanina gore

a(x) = X0 (2.15)

E1+x(t)

Allee fonksiyonu lojistik denkleme uygulanacaktir. Burada E; Allee katsayist olarak

bilinmektedir. (2.2) denklemi yeniden diizenlenirse, y = —4& olmak {izere
1
5 Dx(®) = [(r(l - ,Bx(t))) + yx(t)] (2.16)

seklindedir. (2.15)’in (2.16)’ya yazilmasiyla

g(0) = a(x(®) [(r(1 - ,Bx(t))) - 5x(t)] (2.17)

fonksiyonunu elde ederiz. g fonksiyonunun x’e gore tlirevini aldigimizda

—(rB+8)x%-2E,(rB+8)x+E T
(x+E1)2

g'(x) = (2.18)

olup, (2.18)’in isareti incelenilecektir. Buna gore

x € (o, E+ [B+ r‘%) (2.19)



araliginda g artan bir fonksiyon iken

x € (—151 + /512 + r;f&,oc) (2.20)

bu fonksiyon (2.20) i¢in azalandir. Bu durumda popiilasyon yogunlugunun

x < —E, + /512 + r‘;f& , (2.21)

olmast durumunda Allee fonksiyonu modeled kullanilmalidir.

Simdi (2.21) kosulu altinda (2.22) denklem modelini analiz edelim:

Dx(t) = S [(7(1 - pa(1))) - 5x()] (2.22)

E1+x(t)

Bu denklemin denge noktalari (2.2) denkleminin denge noktalari ile aymidir. Oncelikle pozitif

denge noktasi olan x, = Trj i¢in kararlilik analizi yapilacaktir.

Tﬁ% , (2.22) denkleminin pozitif denge noktasi olsun. Bu durumda pozitif

denge noktasi yerel asimptotik kararhdir.

Teorem 2.2 x, =

Teorem 2.3. X(t), (2.22) baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun 6yle ki

(t,x(t)) €[0,T] X {x € R: |x| < a}

dir. Bu durumda, N* bir pozitif sayr olmak tizere eger {x € R: |x| < a} i¢in

a(2E;r+ra+(E1+2a)a(rf+8))
E.?

< N@ (2.23)

ise, (2.22) denklemi bir tek ¢oziime sahiptir.



Daha onceki ¢calismamizda x; = 0 denge noktasinin kararsiz oldugunu bulmustuk. Bir tiiriin
yok olmast igin yapilacak olana caligmalarda bu durumda bir esik degerine ihtiyag
duymaktayiz. Bu pozitif esik degerinden kiiciik olan yogunluklar icin elde edilen sartlar tiiriin

yok olmasi igin gerekli sartlar1 vermektedir. Bunun igin (2.2) denklemi yeniden diizenlenerek

D (t) = x(t) [(r(1 - ﬁx(t))) - 6x(t)] (@ - 1), (2.24)

E;
seklini almistir. E, , (2.24) denkleminin Allee esigidir.

Asagidaki teoremler x3 = E, esik degerinin kararlilig1 i¢in elde edilen teoremlerdir.

Teorem 2.4 (2.24) denkleminin denge noktasi xX; = E, . Eger rﬁ% <E,=1x; ise, bu

durumda Allee esigi yerel asimptotik kararlidir.
Teorem 2.5 Xx(t), (2.25) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olsun dyle ki
(t,x(t)) €[0,T] X {x € R: x| < E,}

olsun. Eger

r+(rB+6)E,
M(X

olacak sekilde bir M* pozitif sayis1 varsa, (2.24) denkleminin {x € R: |x| < E,}’de bir tek

<1 (2.25)

¢Ozlimii vardir.

Ornek Bu calismada monoklonal beyin tiimériiniin yogunluga bagli analizi yapilmaktadir.

Gevertz ve Torquato’nun (2006) ¢alismalarindan faydalanarak tiimoriin tasima kapasitesi 38
0.00744

mm olarak belirlenmistir. Buradan § = = 0.000195789 almmustir. 75 mg’lik ilag

tedavisi i¢in timore etkisinin  %1.6 olmasi beklentisi ile § = 0.0125 dir.
Sekil 1°de (2.2) denklemin local davranis1 goriilmektedir. Burada x(0)=510 mm?3 baslangic

kosulu ile tiimor yogunlugunda artan bir davranis gozlenmektedir. Bu durum Gevertz ve



Torquato’nun c¢aligsmalarina gore tiimoriin 111 gilinliik olmasi durumuna tekabiil ediyor. Y

ckseni Sekil 1°’de ¢m? olarak alindi. Bu parametrelerin kullanilmasiyla ¥, = i

24.6815 cm3 denge noktasi civarinda bir yerel asimptotik davranis goriiliir.

Plot of x(t) and for r,=0.31

25

x(t)

r r r r
0 5 10 15 20 25
time (t)

Sekil 1

Sekil 2, (2.22) denkleminin grafigini gostermektedir. Burada Allee katsayis1 E;=0.4C olarak

alinmistir. Timor yogunlugu incelendiginde

0.124

0.01256069 | = (0:2.7673)

X € O,—O.4+j0.16+

aralig i¢in (2.22) denkleminin kullanilmasi uygun goriilmektedir ve bu da yarigapt 0.88
mm’den kiigiik olan tiimore tekabiil etmektedir. Bu durum Gevertz ve Torquato’nun
calismalarina 80 giinlik ve yarigapt 0.72 mm olan timoére karsilik gelmektedir. Veriler

dogrultusunda Sekil 2 elde edilir.



Plot of x(t) and for r,;=0.31
25

20~

151

x(t)
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0 r r c c
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time (t)

Sekil 2

Son olarak tiirlin yok olmas1 icin esik degeri ve kosullart incelenilecektir. Sekil 3 ig¢in
x(t) < E;, = 0.7 mm olup bu deger 1s18inda 20 giinliik ve yarigapt 0.56 mm olan timor
incelenmistir. Veriler dogrultusunda Sekil 3 elde edilmis ve tiirlin yok olusu gozlenmistir. Bu
durumda verilen ilag miktar1 GB tlimoriiniin ancak 20 giin civart i¢in yeterli oldugu

sonucunda ulasilmistir.

Plot of x(t) and for r,=0.31
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Sekil 3



3. KESIiRSEL MERTEBEDEN GBM BEYIN TUMORUNUN MATEMATIKSEL
MODELI VE KARARLILIK ANALIiZi

Bu ¢alismada GBM tiimori kesirsel mertebeden diferansiyel denklem olarak modellenmistir.
GBM’de iki tiimor popiilasyonu dikkate alinacaktir. Bunlardan biri duyarli tiimdr hiicresi iken

digeri de direngli timor hiicresidir. Kesirsel mertebeden diferansiyel denklem

Dx(t) = px(t) + r;x(9) (Ry = B;x(1)) — yx(Dy(©) — dyx(t) -

Doy (1) = roy(6) (Rz = By () + yx(Dy () — doy (D)
seklinde olup, burada t > 0, ve parametreler BV1 B, 1P dy,dy, Ry, Ry, 1y Ve 1y pozitif reel
sayilardir. Parametrelerin biyolojik anlamlar1 ve degerleri Tablo 1’de ornekler kisminda

verilmigtir.

Oncelikle (3.1) sistemi

Dx(t) = £(x(8), ¥(£)) = px(t) + r1x(8) (Ry — B,x(8) ) = yx(Dy(®) — dyx(®

(3.2
DUy () = g(x(8), ¥(1)) = r2y(®) (R — B,y (V) ) + yx(Dy (1) — day(t)
seklinde yazilsin. (3.2)’nin denge durumu (X, y) noktasidir dyle ki
D*x(t) =0
oy = 0 (33)

olmalidir. 1k olarak (3.2) denklem sisteminin denge noktasini bulmaliyiz. Bunun igin denge

noktasi pertiirbe edilirse, yani &, (t) ve &,(t) pozitif sayilar olmak tizere,

x(t) —x = &(t) ve y(t) =y = &(t) (3.4)
yazilirsa,

— of(x,y of(x,y
D(e1(8)) = (%, 3) + T2 &1 (8) + T2 5(0) (35)




ve

0g(x,y)

D%(e;(0)) = g% 7) + ED e, (6) + Z2 D6, (1) (3.6)

elde edilir. f(x,y) =0 ve g(x,¥) =0 olmak iizere denge noktasindaki lineerlestirme

ileZ = (sl(t), & (t)) olmak iizere
D°Z = JZ (3.7)

yazilabilir. Burada denge noktasindaki J Jacobien matris ve B~1JB = C olup C’de

c= [0 /12] (3.8)

seklindeki J’nin diagonal matrisidir. A; ve 1, eigen degerler ve B’de J’nin eigen vektoriidiir.

Boylece, n = [771] ve 7 = B~1Z olmak iizere

N2

Diny = A4y
{Dfnz = A1, (39)

olup ¢dztimlerin Mittag-Leffler functionlar: seklindeki ifadeleri
(6) = Tico s 1 (0) = Eq(2:t%)m,(0)
M n=0 T(nat1) 1 a A1)
ve
(8) = Tico T 12(0) = Eq(Ayt“)n,(0)
M2 n=0 T (na+1) 12 aA2t7)12

dir. Matignon’un sonucundan, eger |arg(4,)| > % ve |larg(1,)| > % ise, bu taktirde n, (t)

ve 1,(t) azalandir ve boylece &;(t) ile &,(t) azalan olacaktir. (3.7)’nin (sl(t),sz(t))



¢ozliimii mevcut olsun. Eger (3.7) artan ise, bu taktirde (X, y) kararsizdir. Eger (81 (t), &, (t))
azalan ise, bu durumda (x,y) denge noktasi yerel asimptotik kararldir.

Simdi (3.2)’nin denge noktasini bulalim. Hesaplamalar sonucunda

_ _ B, (p+riRy—d1)—y(rzRz—dy) B:H(Fsz—dz)+Y(p+1’1R1—d1))
H (0,0) ve uz ( r1r2B1E+Y2 ’ r1r2B1B:+YZ ’ (310)
oldugu bulunur. Ayrica d; < p olmak tizere
YRz dy
I‘1 > R1B1 ve r2 > R_Z, (311)
olmast halinde p, pozitif denge noktasirdir.
(3.2) sisteminin J(u;) Jakobien matrisi igin
_(p+riR;y—d; 0 )
J(w) = ( 0 LR, —d, (3.12)
yazilabilir. Bu durumda d; < p ve (3.11)’den u, kararsizdir.
Simdi pozitif denge noktasi olan p, noktasi i¢in Jakobien matrisini inceleyelim.
+1,Ry —d; — 218, X — 7y —yx
J(k2) = (p e 2nhx oy e ) (3.13)
Yy r;R; —d; — 2r,B,y + 9%
olup lineerlestirilmis sistemin karakteristik denklemi
PA)=2+4,1+4,=0 (3.14)

seklinde elde edilir. Burada

_ (p+r1Ry—d)(rir2p, B, +1r2B,¥)+(r2R—d2)(r1r2B, B, —r1B,¥)

rirap, B, +v2

Ay




ve

(rirz2B,B;—v?)(P+riRy—d;)(rzRz—dz)+12B, ¥ (p+riRy—d)?—r; B, y(rzRz —d;)?
rirzB, B, +v2

A2:

dir.

Teorem 3.1. u,, (3.1) denklem sisteminin pozitif denge noktasi olsun. Kabul edelim ki

Y < ’r‘erBlB;, dz < d1 < ’%dz < rlﬁl (rsz —Iq 1) ve E_: < ;_j <i_i §artlar1

saglansin. Eger

< F<n< E (3.15)

ve

3 R 2
T2 oy

—r
AR (e (310

ise, bu taktirde

B,Rz Ble(Blrz Y) I"zﬁl rpd,® Blﬁl
—-—>R R ’
3B1 > 1 I'1B1 2

ﬁ1r2y2

= 7 ve d; <p <ry;R; —r;R; +d; —d, olmak iizere (2.13)’lin kokleri reel ve
1\P1727Y

negatiftir. Bu durumda u, yerel asimptotik kararlidir.

4]

2

Ispat. Kabul edelim k| < r, <=L ve X < < =L olsun. Ustelik, eger
3By ﬁ1 (ﬁ1 2= )

p+rq R1+d2 _dl

R, > ise, bu taktirde A = A4,% — 44, > 0 dir. Bu durumda (3.14) iki reel ve

r2
negative koke sahip olur. Bu kosular altinda Routh-Hurwitz Kriteri kullanilabilir. A; > 0

oldugu kolayca goriilebilir. Boylece, sadece A, > 0 oldugu ispatlanmalidir. Oncelikle,

v rzﬁl}’ (p+rRy —dy) - r1l§/17(r2R2 —d;) >0, (3.17)



esitsizliginden d; < /%dz, R, > /%Rz ve y < /rerBIBVl elde edilir. Bu ise A, “nin
2P 1Pq

pozitif oldugunu verir. (3.11)’den (3.15) ve (3.16) elde edilir oyle ki

B,Rz ﬁle(Blrz )/) r2p; rpd,? B Bl
—-—>R R
T R R \/rlrsl 22"

2
P72y ve d; <p <ry;R; —r;R; +d; —d, kosullart mevcut olmalidir. Bu ise

T —_—
1 B]_ (Ber _V)Z

teoremin ispatini tamamlar.

(3.1) denklem sistemini x(t)|;=g = x(0) >0 ve y(t)|;=o = y(0) > 0 baslangi¢ kosullari

ile goz Ontine alalim. Baglangi¢ deger problemi
D*U(t) =AU(t) +x(t)BU(t) + y(t)C U(t), te(0,T] veU(0)=U, (3.18)

seklinde olup, burada

Ut = [;Eg],U(O) = [ﬁgg] a=prdnRe 0 1a- [—raﬁvl 3]

_[r 0
ve C = [ 0 1‘2[31] dir.

Tanmm 3.1. C*[0,T], U(t) siitun vektorlerinin siirekli bir sinifi olsun 6yle ki bu vektorlerin
bilesenleri x,y € C[0,T] de [0,T] araligindaki siirekli fonksiyonlarin bir sinifin1 temsil etsin.
U € C*[0,T]’nun normu U]l = sup.le ™Ntx(t)| + suple Mty (t)] seklinde
tanimlanmaktadir. Eger t > o > 0 ise, bu taktirde C*([0,T],) ve C([0,T],) dir.

Tamm 3.2. U € C*[0,T] , (3.18) baslangi¢ deger problemin bir ¢dziimii olsun eger asagidaki
sartlar saglaniyorsa.
()(t,U(t)) e D,t € [0,T] olmak tizere D = [0,T] X B,

B ={(x,y) € Rllx| < a,|y| < b}.
(i) U(t) , (3.18) denklem sistemini saglar.



Teorem 3.2. (3.1) baslangi¢ deger proleminin bir tek U € C*[0, T] ¢6ziimii vardir.
Proof. Ilk olarak

ISy () = AU(E) + x(£)B U(E) + y()C U (L) (3.19)
yazilsin. Bu ifadenin [% ile operasyona tabi tutulmasiyla
Ut) =U(0) + I*(AU(t) + x(©)B U(t) + y(O)C U(D)) (3.20)
elde edilir. Simdi F:C*[0,T] — C*[0, T] tanimlansin ve
FU@®) = U(0) + I*(AU(t) + x(©)B U(t) + y(©)C U (D)) (3.21)
seklinde yazilsin. Bu durumda

e~Nt||FU — FV|
= e~Ntja (A(U(t) —V(©®) +x(®)BU® - V(D) +y®)C (UE) - V(t)))

< ft (trzl) e N (U(s) = V(s))e ™ (A+aB + bC )ds

< (A+aB +bC) W -vi ft(;)( ) NGO s

dir. Buradan ||[FU — FV|| < wl

e |U — V|| elde edilir. Bir N pozitif sayisi segilsin dyle

ki N*> A+ aB + bC olsun. Bu durumda ||[FU — FV|| < ||U — V|| elde edilir ve (3.21)
seklinde tanimlanan F operatorii bir tek sabit noktaya sahip olur. Diger taraftan, (3.20) bir tek
U € C*[0, T] ¢oziimiine sahip olsun. (3.3)’ten

U(t) = U(0) + {———=(AU(0) + x(0)B U(0) + y(0)C U(0))}

I'a+1)

+H(AU'(1) + x' (OB U(L) + x(OB U'(t) + y'()C U(L) + y(£)C U'(1)) (3.22)

ve



dtﬁt) = {tr(a; (AU(0) + x(0)B U(0) + y(0)C U(O))}

+I1*(AU'(t) + x'(©)BU() + x(£)BU'(t) + y'(©)C U(t) + y(©)C U'(L))

N e—Ntd‘;_f) — oMt [{% (AU(0) + x(0)B U(0) + y(0)C U(O))}

+IY(AU'(D) + x' (OB U(£) + x()BU'(t) + y'(©)C U(L) + y(©)C U'(D))]

elde edilir. Buradan U'€ C*([0,T],) dir. Ayrica, (3.20)’den

av(e)
ac

= e 20 - e L a(4y(6) + 2(DB V() + y(O)C U(D))

%m(w(t) +x(0)BU(t) + y(H)C U(D))

= DAU(t) = AU(t) + x(£)B U(¢) + y(£)C U(t)

ve U(0) =U, + I“(AU(t) +x(t)BU(t) +y(t)C U(t))|t=0 = U, elde edilir. Sonu¢ olarak

(3.20) ifadesi (3.18) baslangi¢ deger problemine denktir.

Bu kisimda tiimor hiicrelerinin yok olmasi i¢in gerekli caligmalara yogunlasacagiz.

(0,0)

denge noktasi kararsiz oldugundan system yeniden diizenlenmeli ve Allee esik degeri

katilarak analiz edilmelidir.

Simdi (3.1) denklem sistemine Allee esik fonksiyonlar1 eklenmistir:

Dx(t) = f(x(8), y(1)) = (pX(t) +1x(0) (Ry — Ble(t)) — yx(Dy () — dlx(t)) (%) ~1)
Doy(®) = g(x(8), y(®) = (r2y(® (Ry = B,y(®) ) +1x(Oy(® — doy(®)) (52— 1),

(3.23)

Burada t>0 ve (x(0),y(0)) = (x,vo) dir. (Eg, E;) noktas1 Allee esigini gostermektedir.

Bunun anlami, eger tiimor yogunlugu esik degerinden kiiciik ise, bu kosullar altinda tiir yok

olacaktir. (Ey, E;) noktasindaki Jakobien matrisi

_ (p —d; —vE;) +1:(Ry — B, Eo) 0
]((EO,E1)) = < 0 ! (r,R, — dy + YEg) — r2B1E1>,

(3.24)



olup lineerlestirilmis sistemin karakteristik denklemi
P(A) = (A —(p—d; —vEy) — I'1(R1 - EIEO)) (A — (—d; +vEq) — I'Z(Rz - BlE1)) =0 (3-25)
dir.

Teorem 3.3. (Ey,E;) , (3.23) sisteminin esik degeri olsun. Bu durumda asagidakiler

dogrudur.
. . B, d —d ..
(1) (Ey, E;) yerel asimptotik kararhidir ancak ve ancak R; < Pida e ® Yl)ﬁl < R, i¢in
BB <l v 2L R g (3.26)
By Y Y By

dir.

B,d -d . .
Pide e R, < (p%lgm

(i) (Ey, E1) bir denge noktasidir ancak ve ancak R; <

Ep<<® gnd 2cp, <P (3.27)
By Y By Y
dir.
B.d -d ..
(iii) (Eo, E;) kararsizdir ancak ve ancak R; < budz e @YA < R, i¢in
R1 dz p-di _Rp
E, € = —= nd E — 2
0 (O'Bl>u(“{'oo) and Ey <B<it (3.28)

dir.
Ispat. Teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

Teorem 3.4. (3.23) sistemi B* = {(x,y) € R%||x| < Eo, |y| < E;} de bir tek ¢dziime sahiptir
eger

(3r1[§IE0+p+R1r1+3yE1—d1 )
Na

<1 (3.29)

ve



(3r2B1E1+R2r2+3yE0—d2 )
Ma

<1 (3.30)

sartlar1 saglaniyorsa.

Proof. H € C*[0,T] , (3.23) baslangic deger probleminin bir ¢6ziimii olsun Oyle ki
(t, Ht)) EK, t€[0,T], K=[0,T] xB* ve B*={(x,vy) € RZ||x| < E,, |yl < E,} dir.
(3.23) modeli

dt

1020 = (ry(0) (R, = B,y(®) + 1x(Oy(® - doy(®)) (52— 1)

dt

{11 o dx(©) (px(t) + r;x(t) (R1 B;X(t)) vx(Dy(t) — d1X(t)> (X(t) 1) (3.31)

seklinde yazilabilir. Denklem sistemine [* uygulanirsa,

{x(t) —xy = I [(px(t) + r;x(t) (R1 — B'x(t)) yx(Dy(t) — dlx(t)> (X((t)) 1)] (3.32)

y(@© = yo = 1| (r2y(®) (Rz = B,y(® ) + 1x(®y(® — doy(®)) (52 - 1))

elde edilir. Bir F:C[0,T] = C[0,T] operatorii tanimlansin dyle ki

{X(t) T [(px(t) + 1yx(0) (R1 - Ble(t)) — yx(Dy(t) — d1X(t)) (X(t) 1)] (3.33)

y® = yo+ 1°|(r2y(® (Re = B,y(0) +1x(Oy() = dyy®) (57 - 1)]
elde edilsin. Buradan

Fx(t) — FZ(t) = I [(”*R%Zy“)‘dl + rlﬁvl) (x%(0) — %2(V)

H(=p+ 1y + dy — Ryr) (x(8) — £(0) — 2 (¥ (1) = (1)
= 1(x(t) — () [(FREE= 4 i) (x(8) + 2(D) + (—p +7y(0) + dy — Ryry)

Eo

_ % (x2(t) + #2(t) + x(t)f(t))]

dir. Boylece,



eV (Fx(t) — FE(D) = e™M1%(x(t) — 2(0) [(EREE2O2 4 1) (x(0) + %(1))

Eo

+(—p +yy(® +d; —Ryry) — 1B1 i CHORE SO, X(t)x(t))]

< Ot(trz); ! —N(t—s)(x(s) _ J?(S)) [(p+R1r1;{y(s)—d1 + rls’l) (X(S) + f(S))

+(=p +yy(t) +d; —Ryry) —1—B1(x(s) - x(s)) — rlﬁl X(t)x(t)] ~Ns jg

elde edilir ve

IIFx(t) — FE(D)| < ((w + 110, ) 2o + (—=p +yE; +dy — Ryry) + rl[s“lE())

X [lx(®) = 2Ol f; eV ds

(3r1[31E0+p+R1r1+3yE1 d1
Na

X lx(@®) = x@ll

dir. Eger

(3r1[§;Eo+p+R1r1+3yE1—d1 )
Nll

<1,

olacak sekilde bir N pozitif sayisi varsa, bu taktirde [|Fx(t) — FX(t)|| < ||x(t) — X(t)|| dir.

Benzer sekilde
. 3r,B,E1+Ryrp+3yEo—d .
IFy(©) — Fy(OIl < (Brafy s ;Ierr 1o-dz) ly(©) —y(©®ll
elde edilir. Eger bir M pozitif sayis1 uygulanirsa IFy(@) — Fy@Il < lly@®) —y®ll

sonucuna ulasilir.

Sonug 3.1. Eger her t>0 i¢in x(t) < E, ve y(t) < E; ise, bu durumda (x(t),y(t)) , (3.23)

denklem sisteminin ¢6ziimii olmak tizere lim;_., x(t) = 0 ve lim,_, y(t) = 0 dir.



Ornek (3.1) denklem sisteminin degerleri cogunlukla kaynakg¢adaki laboratuvar verilerinden

faydalanilmistir.

p | Duyarli hiicrenin doniisiim yogunlugu 0.192

R;| Duyarli tiimor hiicresinin ve negrotik 0.42  38%/3 = 4.704
bolgenintagima kapasitesi

R,| Direngli tiimor hiicresinin tagima kapasitesi 0.11 * 38%/3 = 1.232

vy | Duyarli hiicreden direngli hiicreye degisim y € [107°,1072]
orant

B, | Duyarh tiimér hiicresinin lojistik popiilasyon B, € [0.5,0.95]
orant

B, | Direngli tiimér hiicresinin lojistik popiilasyon B, € [0.05,0.2]
orant

d; | Duyarl tiimdr hiicresine ilacin etkisi 0.1

d, | Direngli tiimor hiicresine ilacin etkisi 0.001

Tablo 1 (3.1) denklem sistemi i¢in parametreler ve degerleri

Sekil 1’de (3.1) denklem sisemindeki duyarli ve direncgli timdr popiilasyonunun davranisi
goriilmektedir. Burada B, = 0.05, B, =0.51, ¥ = 0.01 ve baslangi¢ kosullar1 x(0) = 0.35 ve
y(0) = 0.25 dir. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2’de pozitif denge noktasinin global davranisi
incelenmistir.

Sekil 2°de duyarli timér hiicresinden direngli timor hiicresine degisim katsayist y = 0.00001
olarak alinmustir. Sekil 3 ve Sekil 4’te baslangi¢c kosullar x(0) = 0.35 ve y(0) = 0.25 ,
degisim katsayis1 ise sirasiyla y = 0.01 ve y = 0.00001 olmak iizere tiiriin yok olusu
goriilmistiir. Her iki grafik de Teorem’in kosullarin1 kanitlamigtir. Sistemin esik degeri
(Ey, E;) = (9.5,25) olarak belirlenmistir. Baslangi¢ kosullart x(0) = 10 ve y(0) = 25
olmak iizere aimptotik davranis gozlemlenmistir. Son olarak Sekil 5 ve Sekil 6’da mutasyon

katsayist ¥y = 0.01 ve y = 0.00001 olmak iizere bifurcation diagrami ¢izilmistir.
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