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CAUCHY UZAYLARIN TOPOLOJIK KATEGORISINDE KAPALI,
KOMPAKT VE BAGLANTILI OBJELER

Mustafa KAYA

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Agustos 2016
Tez Damismani: Do¢. Dr. Muammer KULA

OZET
Bu tezin amaci, Cauchy Uzaylarin Topolojik Kategorisinde Kapali, Kompakt ve

Baglantili Objelerin karekterizasyonunu vermektir.
Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde kisaca Cauchy Uzaylarin tarihgesi lizerinde durulmus olup literatiir

taramast mahiyetindedir.

Ikinci béliimde, amaca ydnelik temel kategorik ve topolojik tanimlara ve bunlarla ilgili

temel teoremlere, 6rneklere yer verilmistir.

Ugiincii béliimde, Cauchy Uzaylarm Topolojik Kategorisinde, lokal (yerel) olarak

degisik T, ve T, Cauchy uzaylar1 karakterize edilmistir.

Dordiincti boliimde, genelde cesitli T, ve T, ayirma aksiyomlart Cauchy uzaylarin
Topolojik Kategorisinde karakterize edilmis ve birbirleriyle ve p noktasinda ki g¢esitli

T, ve T, ayirma aksiyomlar: arasindaki iliskileri incelenmistir.

Besinci boliimde, Cauchy uzaylar kategorisinde bir objenin (kuvvetli) kapali, (kuvvetli)
acik objeleri karakterize edilmis ve Cauchy uzaylarin Topolojik Kategorisinde verilen
kompakt, baglantili objeler karakterize edilmis ve birbirleri arasindaki iligkiler

incelenmistir.

Altinc1 boliim, sonug ve degerlendirmeden olusmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Kategori, Cauchy Uzayi, Cauchy Doniisiimi,
Ayirma Aksiyomlari, Baglantililik, Kompaktlik.
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CLOSED, COMPACT AND CONNECTED OBJECTS IN THE CATEGORY OF
CAUCHY SPACES

Mustafa KAYA
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Thesis Supervisor: Associate Prof. Dr. Muammer KULA

ABSTRACT

In this thesis, we give the characterization of closed, compact and connected objects in

the topological category of Cauchy spaces.
This thesis is consisted of six chapters.

The first chapter has focused on the history of the Cauchy space is simply scanning of
the literature.

In the second chapter, the basic definitions, theorems and examples such as a category,
functor, topological functor, discrete and indiscrete objects, filters and topological
category were given.

In the third chapter, an explicit characterization of each of the separation properties
T.,1=0, Latapoint p is given in the topological category of Cauchy spaces.

The fourth chapter, an explicit characterization of generalized the separation properties

T.,1 =0, 1is given in the topological category of Cauchy spaces. Moreover, specific

relationships that arise among the various T,, i = 0, 1 structures at p are examined in this

category. Finally, we investigate the relationships between generalized separation
properties and separation properties at a point p in this category.

In the fifth chapter, various notions of (strongly) closed subobject, (strongly) open
subobject, connected and compact objects in the topological category of Cauchy spaces

were introduced and compared.
In the last chapter consists of the results and evaluation.

Keywords: Topological Category, Cauchy Space, Cauchy Map, Separation,
Connectedness, Compactness.
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GIRIS

Kategori ¢alismamizin nedeni, yeni bir dil iireterek diisiince ve ifade bakimindan
ekonomik oldugu kadar farkli branslarda calisanlar arasinda bag kurmasi; birbirinden
bagimsiz yapilar kullanilarak eski problemlerin ¢oziimlerine 151k tutmasidir. Fizik,
malzeme, jeoloji, bilgisayar, klimatoloji gibi bilim alanlarinda bir¢ok uygulamasi olan
kategori teorisi, Ozellikle molekiiler biyolojide DNA ve RNA kodlar1 konusunda,
astronomide uzay gozlemlerinde, cografi bilgi sistemlerinde, bir metro hatti modelleme
gibi ulasim haritalar1 olusturmada kullanilmaktadir. Bu uygulamalar ve kategori

teorisinin diger bir¢ok 6nemli uygulamalari [1] de mevcuttur.

Kategori kavrami ilk olarak 1945’te Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane
tarafindan ortaya atilmistir [2]. Topolojideki 06zelliklede cebirsel topolojideki
calismalarinin bir pargasi olarak kategori, fanktorlar ve dogal doniisiim kavramlarini
literatiire kazandirmislardir. ikili daha sonra yaptiklar1 agiklamalarda amaglarmin dogal
doniistimleri anlamak oldugunu bunun icinde kategori kavramina ihtiyag duyan

fanktorlarin tanimlanmasi gerektigini belirtmislerdir.

Kategori teorisi birbirinden oldukg¢a farkli goriinen iki saha olan topoloji ve cebir
arasinda bir koprii kurmak icin gelistirilmistir. ilk ©nceleri kategori teorisi zor
matematiksel konularin (ideas) varligini agikliga kavusturan derin bir dilden daha
uzakti. Bununla beraber 1957°de Alexander Grothendieck kategori teorisini cebirsel
denklemlerin ¢Oziimiinde emsalsiz bir goriis saglayan yeni bir matematiksel makine
(new chomology theory) olusturmakta kullandi. Kategoriler 6zel olarak, matematiksel
konularin belli 6zelliklerini géstermek ve onlar1 bagka yerde basitce elde edilemeyecek

bir acuity (keskinlik) seviyesiyle ¢caligmak i¢in olusturulmustur.

Bill Lawvere, kategori teorisini tlim matematiksel diisiinceler i¢in yeni bir temel olarak

gormiistiir. Matematikgiler tarafindan 19. ylizyilda temeller (foundations) igin



arastirmalar yapilmis ve climle teorisi onlar i¢in mantikli ve tatmin edici olmustur.
Fakat Lawvere climlelerin kategorisinin belli 6zellikleri saglayan, matematiksel evrenin
merkezi olmas1 gerekmeyen basit bir kategori oldugunu gostermis, ayrica tiim cebirsel

teorilerin nasil tek bir sistemin 6rnekleri olarak goriilebilecegini agiklamigtir.

1980°de Joachim Lambek, bilgisayar biliminde kullanilan karakter (types) ve
programlarin 6zel bir ¢esit kategori olusturdugunu gostermistir. Bu; insanlarin diger
programlarin yapilmasi i¢in programlarin nasil birlestirildigini ve olusturuldugunu
arastirmasina olanak saglayan, programlar hakkinda konusmasini kolaylastiran yeni bir

dil (semantics) ortaya ¢ikarmustir.

Kategori teorisi, matematik i¢indeki farkli saha ve alt sahalar arasindaki diisiincelerin
etkili iletisimi i¢in gelistirilmistir. Boylece Matematigin farkli dallar1 kategoriler i¢inde
sekillendirilebilmistir. Bu kategoriler fanktorlar tarafindan baglanilabilir olup, bir
kategoride ispatlanan teoremler ve gercekler, baglantiy1 saglayan fanktor sayesinde bir

diger kategoriye taginabilmistir.

Matematik bilim dalinin farkli branglarindaki ayrisma (farklilasma) ve uzmanlasmanin
(specialization) artmasi1 matematikgileri, bu ¢ok sayidaki farkli branglarin ortak bir alan
lizerinde diisiinmelerini zorunlu kilmistir. Iste kategori teorisi bu ortak alanlardan bir
tanesidir ki, farkli alanlardaki arastirmacilarin daha kolay bir iletisim kurmalar1 igin
ortak bir dil saglamaktadir. Genel topoloji matematiginin cebir, analiz, fonksiyonel
analiz, olasilik teorisi, lattice teorisi gibi pek cok teoride uygulamalara sahip
oldugundan, topologlar topolojik fikirleri (ideas) kategori diline ¢evirmeyi tercih

ederler.

Eger genel topololojide ki teoremleri topolojik kategorilerde daha genel yapilarda
formiile etmek ve ispatlamak istenirse, Oncelikle baslangi¢ kaldirmasi, bitis kaldirmasi
ve diskre yapilar gibi belli temel kavramlari herhangi bir Topolojik Kategori igin

tekrardan formiile etmek gerekmektedir.

E ve B iki kategori olmak lizere U/ :E — B fanktoru verilsin. ¢/ fanktoru belirli,
kiiciik demetlere sahip ve U — kaynagi bir baslangic kaldirmaya sahipse U’ ya
topolojik fanktor veya E’ye B iizerinde topolojik kategori denir [3]. Topolojik uzay

kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder uzaylarint da igine



alarak Herrlich [4], Kent [5], Wyler [6], Schwartz [7] ve digerleri taratindan topolojik
kategori kavramina genellestirilmistir.  Topolojik  kategori  degisik  yollarla
tanimlannustir. Ornegin, Herrlich [4] de belli bir kaynaktan baslangi¢ kaldirmalariin
(initial lift) varligina dayanarak topolojik kategoriyi tanimlamigtir. Wyler [6] de
topolojik kategori tamimimi tam lattice kategorisindeki fanktora dayandirarak
tanimlamistir. Topolojideki kompaktlik, baglantililik, kapalilik, ayirma aksiyomlar1 vb.
baz1 onemli kavramlar degisik yollarla topolojik kategoriye genisletilmistir. Bu
genislemelerin ¢ogu kapanis operatorleri kullanilarak yapilmistir. Baran [8] de ayirma
aksiyomlarini, [9] de kapalilik kavramini ve [10] de kompaktlik kavramini kapanis
operatorlerini kullanmadan topolojik kategoriye genisletmistir. Bu genislemeleri
yapmanin bir amaci, Tietze genisleme teoremi, Urysohn lemmasi, Urysohn metriklesme
teoremi, Tychonoff teoremi gibi teoremlerin ifadelerinde yer almalaridir. Diger bir
amaci da kapalilik kavrami ile karakterize edilebilen kompaktlik ve baglantililik

kavramlarini topolojik kategoriye genisletmektir.

Baran, [8] de kiimeler lizerinde tanimlanmis keyfi bir topolojik kategori i¢in bir p
noktasinda, yani lokal olarak ayirma aksiyomlarini tanimlamistir [12, 11, 13, 14].
Ardindan bunu topos teorideki iirete¢ eleman (the generic element) metodunu [15, s.39]
kullanarak noktadan bagimsiz olan tanimlara genellestirmistir. Topostaki objeler
noktalara sahip olmayabilir. Fakat bu objelerin her zaman bir iirete¢ noktasi (generic
point) mevcuttur. Bu genellestirmeyi yapmasinin bir nedeni budur. Diger bir nedeni de

keyfi topolojik kategorilerde ‘“kapalilik” ve “kuvvetli kapalilik” kavramlarinin bir

noktadaki T, ve T, ayirma aksiyomlar cinsinden tanimlanmis olmasidir [8, s.335].

Baran [8, 9, 16, 17] kiime tabanli topolojik kategorilerde “kapalilik” ve “kuvvetli
kapalilik” kavramlarini tanimlamis ve bu kavramlarin bazi iyi bilinen topolojik
kategorilerde Dikranjan ve Giuli anlaminda [19] kapanig operatorii olusturdugunu
gostermistir [13, 18, 14]. Ayrica bu kavramlar1 kullanarak topolojide iyi bilinen
yukaridaki kompaktlik [10], Hausdorffluk [20] ve baglantililhik [17] kavramlarim
topolojik kategoriye genellestirmistir.

Tam (Complete) ve Cocomplete kategorileri i¢in kapanis operatdrlerinin tanimlarin
Dikranjan ve Giuli [19] de vermistir. Bu kapanis operatorleri kullanilarak,
Hausdorff uzayi, kompaktlik ve baglantililik kavramlar1 karakterize edilmistir. Yine

aymi kapanis operatorleri, verilen her bir € kategorisinin dolgun bir alt kategorisi



A nin epimorfizmlerini  karakterize etmek i¢in de kullanilmigtir. Brummer [21],

Hoffman [22], Marny [23] ve Baran [24], T,-aksiyomunu degisik yollarla topolojik

kategoriye genisletilmesini yaptilar. Hang [25], Schwartz [7] ve Baran [14] de bu
genislemeler arasinda ki iligkileri incelediler. Baran [11] da ayrilma aksiyomlarini

(T,,T,,T,,T |, T,,T;), [15] de kapalihik kavramimi ve [16] de de kompaktlik
3=
2

kavramin1 kapanis operatorlerini kullanmadan topolojik kategoriye genisletmistir.

Sozli edilen bu kavramlart herhangi bir topolojik kategoriye genisletmenin yaninda
bunlar1 belli topolojik kategorilerde karakterize etmek de faydali olur. Genel olarak,
ayrilma aksiyomlar1 farkli noktalar1 ve ayrik kapali climleleri acik climlelerle ayirmay1
saglamaktadir. Bu kavramlar1 herhangi bir topolojik kategoriye genellestirebilmek icin
bunlarin her birini baslangi¢c kaldirmalari, bitis kaldirmalar1 ve diskre obje ile

aciklayabilmek gerekmektedir.

“Cauchy” terimi Fransiz matematik¢i Augustin Cauchy’in isminden ortaya ¢ikmasina
karsin, yaygin olarak kiiciik harfle baslayan sekliyle kullanila gelmistir. Cauchy isim
olarak, reel analizdeki Cauchy dizileri kavramina dayanmaktadir. Siizgeclerin
varolmasi ve diizgiin uzaylarin ortaya ¢ikmasi neticesinde, Cauchy siizgecleri topolojik
teoride Cauchy dizilerine genellestirilmistir. Yakinsak teoride ise, Cauchy yakinsaklik
anlaminda kullanilmistir. Weil [26] su ifadeyi ispatladi: Diizgiin uzay igerisindeki bir
stizge¢ “Cauchy” dir ancak ve ancak diizglin uzay tamlamasi igerisinde bir nokta
mevcuttur 0yle ki slizge¢ bu noktaya yakinsaktir. Kowalsky [27] Cauchy siizgeci
kavramini temel kavram olarak kullanarak nerdeyse ayni neticeye ulasmistir. Cook ve
Fischer [28] {in diizglin yakinsak uzaylar1 ortaya koymasi ve bdyle uzaylar icerisinde
Cauchy uzaymin tanimmi vermesi Cauchy uzaylarinin ortaya ¢ikmasini saglamistir.
Ancak Cauchy uzaylariin aksiyomatik tanimi 1968 tarihinde Keller [29] tarafindan
yapilmistir. Daha sonra Cauchy uzaylar ¢esitli uzaylarin tamlamalarini olusturmada
yaygin olarak kullanilan bir ara¢ olmustur. Reed [30] Cauchy uzaylari tamlamalarinin
bir tam siifin1 gelistirmistir. Cauchy uzaylar1 diizgiin uzaylar gibi kompatifikasyon ve
tamlama icin kullanilmigtir. Bu arada tamlik ve diizglin siireklilik gibi kavramlar

tanimlanmistir ki, bunlar topolojik ve yakinsak uzaylarda miimkiin degildi.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kategorik ve topolojik
terimlerden bahsedilmistir. Ayrica Cauchy uzay, topolojik kategori kavramlari verilmis
ve daha sonra objeleri Cauchy uzaylar, morfizmleri Cauchy doniisiim olan CHY un

topolojik kategori oldugu gdsterilmistir.
2.1. Temel Tanimlar

1940’larin basinda Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Clane kategori teorisini ortaya
cikardilar. Kategori teorisi birbirinden oldukc¢a farkli goriinen iki saha olan topoloji ve
cebir arasinda bir koprii kurmak igin gelistirilmistir. Kategori teorisi yeni bir dil tireterek
farkli alanlarda calisanlar arasindaki iletisimi kolaylastirir; birbirinden bagimsiz ¢esitli
teorem ve yapilar1 yiizeye c¢ikararak eski problemlere yeni bir anlam kazandirir.
Kategori teorisinin Ozellikle cografi bilgi sistemlerinde, astronomide uzay
gbzlemlerinde, molekiiler biyolojide DNA ve RNA kodlar1 konusunda, bir metro hatti
modelleme gibi ulasim haritalar1 olusturmada uygulamalar1 oldugu gibi kategori,
bilgisayar, fizik, malzeme, jeoloji, klimatoloji vb. bircok bilim alaninda
kullanilmaktadir. Kategoriyi gercek diinyaya aktaran bu ve benzeri bir¢ok Onemli

uygulamalar [1] de verilmistir.

Tanim 2.1.1: Asagidaki 6zellikleri ihtiva eden E = (Ob(E ) Mor(E ) o, 1) sistemine bir
kategori denir. Nesnelerin (objelerin) sinifi Ob (E) her bir A, B € Ob (E) nesne ¢ifti igin

A dan B ye tiim doniisiimlerin (morfizmlerin) sinifi E (4, B) olmak tizere,

Mor (Ey={ E(4,B): 4,B € Ob (E)}



ve her 4,B,C € Ob (E) igin,
o:E(B,C)x E(4,B)>E(4,C)

(&)~ gf

doniistimlerin bileskesi olmak iizere asagidaki iki sart saglanir.
1. Eger f eE(A,B), g eE(B,C) ve he E(C,D) ise (hog)o f=ho(gof) dir.

2. Her bir A€ Ob(E) igin feE(A,—) ve g eE(—,A) olmak tizere fol,=f ve

1, 0g =g olacak sekilde bir 1, € E(A,A) birim doniistimii vardir.

Ornek 2.1.2: Tiim ciimlelerin smifi bir kategori olusturur. Bu kategorinin nesneleri

climleler ve doniisiimleri ciimleler arasindaki fonksiyonlardir. 4, B ciimle ¢ifti i¢in
E(A, B), A dan B ye tim fonksiyonlarin cilimlesidir. Buradaki iglem ise

fonksiyonlarin bileskesi olarak tanimlanir. Her bir 4 climlesi i¢in birim morfizm
l1,:4—> A birim fonksiyonudur. Kategori i¢in gerekli 1. ve 2. sartlar1 saglanir. Bu

kategori ciimlelerin kategorisi olarak adlandirilir ve Set ile gosterilir.

Ornek 2.1.3: Topolojik uzaylarin smnifi bir kategori olusturur. Bu kategorinin nesneleri
topolojik uzaylar, doniisiimleri topolojik uzaylar arasindaki siirekli fonksiyonlar ve
islem ise fonksiyonlarin bileskesidir. Siirekli fonksiyonlarin bileskeleri de siireklidir.
Kategori i¢in gerekli 1. ve 2. sartlar1 saglanir. Bu kategori topolojik uzaylarin kategorisi

olarak adlandirilir ve Top ile gosterilir.

Ornek 2.1.4: Metrik uzaylarin smifi bir kategori olusturur. Bu kategorinin nesneleri
metrik uzaylar, doniistimleri metrik uzaylar arasindaki biiziilme fonksiyonlari
(contraction) ve islem ise fonksiyonlarm bileskesidir. Iki biiziilme fonksiyonunun
bileskesi de biiziilme fonksiyonudur. Kategori igin gerekli 1. ve 2. sartlar1 saglanir. Bu

kategori metrik uzaylarin kategorisi olarak adlandirilir ve Met ile gosterilir.

Iki metrik uzay arasindaki f:(B,d)—> (B',d") fonksiyonu verilsin. Eger her x,y € B
icin d'(f(x), f(»))<d(x,y) ise f e biiziilme fonksiyonu (contraction) denir.



Tammm 2.1.5: E ve B iki kategori olsun. Eger asagidaki sartlar saglamiyor ise B

kategorisine E nin bir alt kategorisi denir [3, s. 39].
1. Ob(B)cOb(E)
2. Herbir 4, BeOb(B)i¢inB(A,B)cE(A4,B)

3. B kategorisindeki doniisiimlerin bileske islemi, E kategorisindeki doniistimlerin

bileske islemi ile aynidir.

4. Her bir 4€0b(B) i¢in B deki 1, birim morfizmi, E deki birim morfizm ile

aynidir.

Eger her A,B < Ob( B) nesne ¢ifti i¢in B(4,B) =E(4,B) ise B ye dolgun (full) alt

kategori, eger Ob (B) = Ob(E) ise B ye genis alt kategori denir.
Tanmim 2.1.6: E bir kategori ve f : 4 - B de bu kategoride bir morfizm olsun.

1. Eger gof =1, ve fog=1, olacak sekilde bir g: B — A4 morfizmi mevcutsa f
morfizmine bir izomorfizm denir. A ve B nesneleri arasinda bir izomorfizm varsa A4

ve B ye birbirine izomorftur denir ve A = B 1ile gosterilir [3, s. 19].

2. Eger herhangi bir g,h:C — A doniisim ¢ifti igin fog=foh olmasti g=h
olmasini gerektiriyorsa, yani f morfizmi soldan sadelesiyorsa f e bir monomorfizm

denir [3, s. 98].

3. Eger herhangi bir g,h:B— C doniisim ¢ifti igin go f=ho f olmas1 g=h
olmasini gerektiriyorsa f morfizmi sagdan sadelesiyorsa f* e bir epimorfizm denir [3, s.

100].

4. Eger f morfizmi hem monomorfizm hem de epimorfizm ise f morfizmine bir

bimorfizm denir [3, s. 102].

Tamm 2.1.7: E ve B iki kategori olmak tlizere E nin her bir 4 nesnesini B nin bir

U(A4) nesnesine, E nin her bir f:4—>B morfizmini ise B deki bir



U(f):U(A)—>U(B) morfizmine doniistiiren ve asagidaki sartlari saglayan U

doniigsiimiine E den B ye bir fanktor denir ve U :E — B ile gosterilir [3, s. 12].

1. E kategorisinde go f bileskesi tanimli olacak sekildeki f ve g morfizmleri igin

Ugef)=U (2)oU (f) i

2. Her AeOb(E)igin U (1,)=1,,, dir.

u(4)
Tanim 2.1.8: E ve B iki kategori ve I/ : E— B bir fanktor olsun.

. E nin her 4,B nesnesi ve her f:U(A4)—> U (B) déniisimii i¢in U(g)=f
olacak sekilde en az bir g: A — B donlisiimii varsa U ya dolgun (full) fanktor denir [3,
s. 25].

2. E nin her A4,B nesnesi ve her f,g:A4— B doniisimleri igin L{(f)z L{(g)

oldugunda f =g oluyorise U ya diizenli (faithfull) fanktor denir [3, s. 25].

3. Eger E deki her f:4—> A donlisimi i¢in L{(f)=1

uay Ve f izomorfizm

oldugunda f =1, oluyorsa U ya amnestik fanktor denir.

4. U hem diizenli hem de amnestik ise U ya belirli (concrete) fanktor denir.

5. B kategorisinin her B nesnesi i¢in I (B )={ 4 €Ob(E) | U (A4)=B} bir ciimle ise
U ya kiigiik demetlere sahip fanktor denir.

6. Eger E nin her A,B nesnesi ve her f:4—>B donisimi igin ve
1,(A—L>B)=1,(4)—2 51, (B)y=4A—L—>B  oluyorsa yani 1,(4)=4

1,(B)=B ve 1,(f) = f ise 1,: E—E ye birim fanktor denir [3, s. 21].

7. E, B nin alt kategorisi olmak iizere, E nin her 4 nesnesi ve her f doniisimi

icinU(A)=A ve U(f)=f ise U yaalt (inclusion) fanktor denir 3, s. 47].



8. Eger GoU =1, ve U oG =1, olacak sekilde bir G :B— E fanktoru varsa U/ ya

bir izomofizm denir. Eger E ve B kategorileri arasinda bir izomorfizm varsa E ve B ye

izomorfik kategoriler denir ve E= B ile gosterilir [3, s. 24].
Tanim 2.1.9: E ve B iki kategori olsun.

1. Eger bir U: E— B diizenli (faithfull) fanktoru mevcutsa (E,U/) (kisaca E ye)

ikilisine B {izerinde bir concrete kategori denir [3, s. 53].

2. Setiizerindeki bir concrete kategoriye construct denir [3, s. 53].

Tanim 2.1.10: B kategorisi tizerinde (E, U/ ) ve (K, V) concrete kategorileri ve
F : E—K fanktoru verilsin.

1. Eger U=VoF ise Fe (E,U) dan (K,V) ye concrete fanktor denir. Boyle bir
fanktor F : (EZ/I) — (K,V) ile veya kisaca F : E — K ile gosterilir [3, s. 56].

2. Iki concrete kategori arasindaki izomorfizm olan bir concrete fanktora concrete
izomorfizm denir. Eger iki kategori arasinda bir concrete izomorfizm varsa bu iki

kategoriye concretely izomorfik kategoriler denir [3, s. 70].
Tanim 2.1.11: E bir kategori ve B de E nin bir alt kategorisi olsun.

1. Eger E nin her A4 nesnesi i¢in asagidaki sart1 saglayan B nin bir 4" nesnesi ve E

nin bir f: 4" —> A doéniisiimii mevcutsa B ye E de coreflective dir denir [31, s. 58].
Sart: B nin her B nesnesi ve E nin her g:B — 4 doniisiimii i¢in f og =g olacak

sekilde bir tek g : B — A" doniisiimii mevcuttur.

2. Eger B, E de coreflective ve E nin her A nesnesi igin E nin f: 4" > A4 déniistimii

bimorfizm ise B ye E de bicoreflective dir denir [31, s. 58].

Tanim 2.1.12: E ve B birer kategori ve F',G :E— B iki fanktor olsun. E nin her 4
nesnesini B nin bir 7, : F(A4A) - G(4) morfizmine doénistiren bir 7:0b(E) —
Mor(B) doniisiimii verilsin. Eger E deki her bir f: 4 — B doniisiimii i¢in G(f)on, =

1, °o F(f) oluyorsa n ya bir dogal doniigiim denir ve n: F' — G ile gosterilir [3, s. 74].
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Ornek 2.1.13: U/ :Top—>Set, U(A,1)=A4 ve f:(4,7)—(B,o) icin U (f)=71":
A— B seklinde tanimli unutkan fanktor ve D:Set— Top, D(A)=(A4,P(A)) ve
f:A—> B i¢in D(f)=f:(4,P(A)— (B,P(B)) seklinde tanimli diskre fanktor
olsun. a:lg, >UD ve p:Dold —>1,, dogal donisimdir (1,:E—E,

A1, (4A)=A4ve f:A—> B igin 1,(f) = f seklinde tanimli birim fanktordur).

Tamim 2.1.14: E ve B birer kategori, R ve L de E——>B, B —~>E seklinde iki
fanktor olmak iizere; asagidaki sartlar saglanirsa L ye R nin so/ adjointi veya R ye L nin

sag adjonti denir [3, s. 295].

1. mn:I->RoL ve e:LoR—I dogal dontisiimler olmalidir.

2. L—5LRL—%>L de (eL)o(Ln)=I ve R—X>RLR—“ >R de (Re)o(MR)=I

esitlikleri saglanmalidir.

Ornek 2.1.15: I/ :Top — Set unutkan fanktor ve D :Set—> Top diskre fanktorlar icin
U Dnin sag adjointidir.

Tanim 2.1.16: E bir kategori, / bir indis climlesi, i € / olmak lizere B ve B, € Ob (E)
olsun. f,:B — B, doniisiimler ailesine kaynak denir. B ye kaynagin tanmim bdlgesi
(domain), (B,),_, ailesine de kaynagin deger bolgesi (codomain) denir [3, s. 155].

iel

Tanmm 2.1.17: f,:B — B,, E kategorisinde bir kaynak olsun. Eger herhangi bir
B'—= > B doniisim ¢ifti ve her iel igin f,or=f,os olmast r=s olmasim

1

gerektiriyorsa yani, f; doniisiimleri soldan sadelesebiliyorsa f, :B — B, kaynagina

mono-kaynak denir [3, s. 156].

Tamm 2.1.18: E ve B iki kategori ve U : E— B bir fanktor olsun.

1. {4, :i eI}, E nin nesneleri, B, € Ob(B) ve f,:B— B, =U(4,), B de U -kaynag
olsun. {f;: B—>B, =U(4)} ailesinin bir baslangic kaldirmasi (initial lifi)
A€ Ob (E) nesnesi ve U (f,)=f, ve U(A)=B olacak sekildeki f,:4— 4, E de

1

doniigiimler ailesi asagidaki sart1 saglamalidir [3, s. 165]:
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Eger her Y € Ob(E) ve her g, : Y — A,, E deki doniistimlerin bir ailesi ve her i € I igin
fieh=g,=U (g,) olacak sekilde bir 4 : L{(Y) — B doniistimii varsa her i e [ igin

f,oh =g, olacak sekilde en az bir & : Y — A4 déniisiimii vardir ve U (17 ) =h dir.

Eger fl : A — A, bir baslangic kaldirma ise 4 daki yapiya, fl ler tarafindan A4, lerden

elde edilen yap1 denir.

2. {4, :iel}, E nin nesneleri, B, Ob(B) ve f,:U(A)=B — B, B de U -kavsag
olsun. { f;: U (4;) =B, — B} ailesinin bir bitis kaldirmas (final lift) U( f,)= f, ve
U(A4)=B olacak sekildeki fi:A —> A E de doniisiimler ailesi asagidaki sarti

saglamalidir [3, s. 170]:
Eger her Y € Ob(E) ve her g, : 4, —> Y, E deki doniisiimlerin bir ailesi ve her i € / igin
ho f., =g, =U (g,) olacak sekilde bir #: B — U (Y) doniisiimii varsa her i € / i¢in

ho fl = g, olacak sekilde en az bir h:A—Y doniisiimii vardir ve U (h)=h dir.

Eger fi:Ai — A bir bitis kaldirma ise 4 daki yapiya, fl ler tarafindan 4, lerden elde

edilen yap1 denir.

Tanmm 2.1.19: E bir kategori ve 7' de E nin bir nesnesi olsun. Eger E nin her 4
nesnesi i¢in E(A,T)={f:f:A— T doniisim} tek elemanli ise 7 ye E nin son

(terminal) nesnesi denir. Terminal nesnenin alt nesnelerine sabit nesne denir [3, s.92].
2.2. Siizgecler

Tamm 2.2.1: (X,7) bir topolojik uzay ve x € X olsun.

1. Bir U < X alt ciimlesi x noktasinin bir komsulugudur ancak ve ancak x e G c U

olacak sekilde en az bir G € ¢ vardir.

x noktasinin 7 topolojisine gore biitlin komsuluklarindan olusan ailesi Ur(x) veya

topolojinin belirtmenin gerekmedigi yerlerde kisaca U(x) ile gdsterecegiz ve buna “x in

komsuluklar sistemi” diyecegiz.
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2. M c X alt climlesi i¢in bir U < X alt climlesinin M nin bir komsulugu olmas: i¢in

gerek ve yeter sart M — G — U olacak sekilde en az bir G € 7 mevcut olmasidir [32].

Tanim 2.2.2: X bos olmayan bir climle ve P(X) = {A| Ac X} , X’in kuvvet ciimlesini

gostersin. F, P (X) in bir altsinifi asagidaki 3 kosulu sagliyorsa X iizerinde bir slizgegtir.

1) g F dir,
2) VA,Be F icin AnBeF dr,
3) VAeF ve AcBise BeF dir [9].

(1) ve (2) aksiyomundan F silizgecine ait sonlu sayida kiimelerin kesisiminin bos

olamayacagi1 ve (3) aksiyomundan F siizgecine ait her sayida kiimelerin birlesiminin

F siizgecine ait oldugu anlasilir. Ayrica (1) aksiyomundan P(X) kiimesinin kendisi

bir siizge¢ degildir. (3) aksiyomu ise siizgeglerin artan bir yapida oldugunu gdosterir.

X kiimesi tlizerinde bir F siizgeci var ise bu kiime iizerinde bir yap1 tanimlanmis

demektir ve X kiimesi de F ile siizlilmiis kiimedir.

Ornek 2.2.3: X herhangi bir kiime ve X in bos olmayan bir alt kiimesi Y olsun. X ’in

alt kiimesi olan Y’ yi kapsayan kiimelerin sinifi olan

F = {A|Y cAc X}
kiimesi X {izerinde bir siizgectir. Gergekten,
1) Y#¢ veY c A oldugundan A # ¢ dir. O halde ¢ ¢ F dir.
2)AABeF=>YcAcXve YcBcX

=YcAnNnBcX
=AnNnBeF

3)AeFise YcAcXveAcBise YCAcBcX
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=BeF
Bu tiir stizgeglere temel siizgec denir.

Teorem 2.2.4: Hicbir sonlu arakesiti bos olmayan A P(X) ‘in sonlu arakesitlerinden

olusan M sinifinin yani

AelL

M :{G: ﬂ A|LcAsonlu}

sinifinin kiimelerini kapsayan tiim altkiimelerinin olusturdugu
F ={FF>G,GeM]

sinifi X lizerinde A ‘y1 igeren bir siizgectir.
ispat:
A c F oldugu agikardir. Simdi F ‘nin X iizerinde bir slizge¢ oldugunu gosterelim.

(1) $ ¢ M oldugundan VF e F igin F# ¢ yani ¢ ¢ F

(2) VE,F, € F i¢in F NF, € F dir. Gergekten F € 7 oldugundan 3G, e M vardir ki
E © G, dir. Benzer sekilde F, € 7 oldugundan 3G, eM vardir ki F, G, dir. O

halde F "E, G, NG, den F NF, € F elde edilir.
3) VFe F ve FcK ise Ke F
3G e M vardir ki F > Gdir. Bu durumdaK > G olacagindan K € F dir.

Siizgegler artan bir yapida oldugundan P(X) kiimesinin C bagintisma gore kismi

siralanmig bir kiime olmasindan agagidaki tanimi verebiliriz.

Ornek 2.2.5: (Frechet Siizgeci)

F={A°

Achonlu} kiime sinifi N iizerinde bir siizgectir. Bu silizgece Frechet

stizgeci denir.
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(1) ¢ ¢ F dur.
(2) A,Be F icin AnBe F oldugunu gosterelim.
A e F ise A° sonludur.

Be F ise B° sonlu = A°UB° sonlu

= (AN B)c sonlu

=(ANB)eF du.
B)AeF veAcB =>BeF
AeF ise A° sonlu
AcB = B°c A® sonlu
= B) eF
= BeF dir.

Tamm 2.2.6: X tizerindeki tiim stlizgeglerin sinifi F(X)ile gosterilir. Eger F ve G iki

stizge¢c ve Fc G ise, G’ye F’den daha incedir veya F’ye : G’den daha kabadir denir,
F <G veya G > F seklinde gosterilir.

F siizgeci icin G>F oldugunda F =G oluyorsa F’e ultrasiizge¢ denir. Bu da F den

daha ince siizgecin var olmadigr anlamma gelir. X iizerinde ultraslizgeclerin sinifi

U(X) ile gosterilir.
F suzgeg ve m{F :Fe 3’-"} # ¢ 1se JF ’e sabit siizge¢ denir. Ayrica m{F :Fe .7-"} =¢ ise
F e free siizgeg denir.

Tanim 2.2.7: Teorem 2.2.4’de belirttigimiz F siizgecine A’nin dogurdugu silizgec ve

A ya bu silizgecin alt taban1 (baz1) denir M de biraz sonra gorecegiz ki siizgec tabanidir
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(bazidir). Buradan A « M c F oldugu asikardir. Teorem 2.2.4 de A nin dogurdugu F

stizgeci A y1 igeren siizgeglerin en kabasi olan F (A) ’ya esittir.

Ispat: A’y igeren tiim siizgegler {F}._ olduguna gore

el

F(A)=[)E dir.

iel
Buradan F (A)c F oldugu bellidir. Simdi F < F(A) oldugunu gosterelim.

VF e Foldugu i¢inF’in tamimindan JFA € A vardir ki, Fo> Adir. Diger taraftan
A c F(A) olduguna gore AeF(A) dir. F(A) siizgeg oldugundan (f3) aksiyomu

geregince A € F(A) ve F> Aoldugundan F e F(A) olur.
Bundan sonra A < P(X) in dogurdugu siizgeci F (A) ile gosterecegiz.

Tek nokta {x} climlesi tarafindan iiretilen sabit siizge¢ X ile ya da [x] gosterilir. Bu ise

tek nokta {x} climlesi tarafindan iiretilen sabit slizgecin ultrasiizge¢ oldugunu dogrular.

Gergekten her bir sabit ultra slizge¢ tek nokta ciimle tarafindan iiretilmistir. Siizgeg
tanimi (f3) aksiyomu X tizerindeki biitiin siizgeglerin X’1 i¢erdigini gerektirir. Boylece

X tlizerindeki en kaba siizge¢ x dir. Buda V.F e F(X) icin F > X (F daha incedir).

Tanmm 2.2.8: (X,’C) topolojik uzaymin keyfi bir x noktasmnin tiim komsuluklarinin

climlesi bir siizgectir ve bu siizgece x noktasinin komsuluklar: siizgeci denir. Bu siizgeg

V. (x) ile gosterilir ve
x>V, (x) dir.

Tamm2.2.9: (x,): X’in elemanlarindan olusan bir dizisi olsun. (x,) dizisi ile
birlestirilmis temel silizgeg; (Xn) dizisinin sonsuz terimini igeren X’in tiim
altciimlelerinin smifidir. (Xn) dizisinin birlestirilmis temel siizgeci olan F siizgeci

F — (x,) notasyonu ile gosterilir.
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Eger (x,) dizisinin birlestirilmis temel siizgeci F ve (x,) dizisinin bir alt dizisinin
birlestirilmis temel siizgeci G ise G>F dir. Ciinkii (xn) dizisinin sonsuz terimini

igeren bir climle ayn1 zamanda o dizinin keyfi bir alt dizisinin sonsuz terimini de ihtiva

eder.
2. 3 Siizge¢ Tabanlan

Tamm 2.3.1: X’ in kiimelerinin bir sinift B olsun. B kiime sinifi asagidaki iki 6zelligi

sagliyorsa B ’ye X iizerinde bir siizge¢ taban1 denir.
1) B#o ve ¢ B
2) VA,Be B iken C c A nB olacak sekilde 3C € B vardir.

Ornek 2.3.2: X kiimesinin bostan farkli A alt kiimesi sadece X iizerinde bir siizgeg

tabani olusturur, yani siizgeci lretir. B = {A} bir siizge¢ tabanidir ve Ornek 2.2.3 deki

stizgeci tiretir.
Sonug¢ 2.3.3: Her siizgec¢ ayn1 zamanda bir siizge¢ tabanidir fakat tersi dogru degildir.

(f1) ve (f2) slizgeg taban1 aksiyomlarini sagladigindan her siizge¢ ayni zamanda bir

stizgec tabanidir.

Ornek 2.3.4: (X,t) topolojik uzaymin herhangi bir x noktasmn E(x) komsuluk

tabani bir slizge¢ tabanidir.

(1) ‘v’AeE(X) icin XeA=>A#0
:>(|)§EE(X)

(2) VA,BeE(x) igin ANBeV,,, dir. O halde 3CeE(x) vardirki Cc ANB dir.

)

O halde E (x) komsuluk tabanidir.

Sonug¢ 2.3.5: X iizerindeki her B siizge¢ tabani elemanlari1 B nin kiimelerinin st

kiimelerinden olusan bir F siizge¢ belirtir.
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Ispat: F = {F | FoBe B} kiimeler sinifinin X tizerinde bir slizge¢ oldugunu, yani 3

stizgec aksiyomunu sagladigini gosterelim.

(1) oeB=¢oeF

(2) VE,F,e F=3B,,B,eB>F, 5B, F, 5B,
= FnNE, 5B NB,

B slizge¢ tabaninin 2. aksiyomundan VB,,B, eB igin enaz birBe B vardir ki
Bc B, NB, dir. (B,nB, >B) O halde F NF, B olur. Buda F, NF, € F oldugunu

gosterir.

(3) VE eF,F cF iken E, € F oldugunu gosterelim. F € F ise en az bir Be 3

vardir 6yleki F, © B dir. F c F, oldugundan F, D B=F, € F dir.

Tanimdan anlasildig1 gibi F nin her climlesi B nin bir climlesini igerir.

Buradaki F silizgecine B silizge¢ tabaninin iirettigi (dogurdugu) siizge¢ denir ve
B c F dir. Genel olarak X iizerinde bagka siizge¢ tabanlar1 da vardir. Cogu zaman bir

stizgecin kendisiyle calismaktansa siizge¢ baziyla ¢calisma daha kolaydir.

Ornek 2.3.6: (X, 1) topolojik uzayinin herhangi bir x € X noktasnin E(x) komsuluk

temeli bir siizgec tabani idi. Bu taban VT(X) slizgecini liretir ve E(X) < Vi dir.

Ornek 2.3.7: x ={x,,X,,...,X,,...} kiimesini alahm. Vk e N i¢in S, = {xn |n > k} olmak

lizere B = { S, |k eN } sinifi x iizerinde bir slizgeg tabanidir.

Ispat:
(1) Vke N igin S, # ¢ oldugundan ¢ ¢ B ve N # ¢ oldugundan B = ¢ dir.

(2) Vk,.k, €N i¢in S, ,S, €8 dir.
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k =Mak {k,,k,} olmak iizere S, =S, NS, dirve S, € B,S, NS, OS,
B siizgeg¢ tabanina (x11 )neN dizisinin bilesen siizge¢ taban1 denir.

X’in alt ciimlelerinin bir smifi S ve B de S’nin climlelerinin sonlu kesisimlerini ihtiva
etsin. Bu durumda S nin sonlu hi¢bir altkiimesinin bos kesisimleri yoksa B bir siizgeg
bazi olusturur. Eger B bir slizge¢ bazi olusturuyorsa bu durumda F silizgeci B

tarafindan tiretilir ve S’yi kapsayan en kaba siizgectir. S’ye F ’nin alt baz1 denir.

Ornek 2.3.8: X ve Y iki ciimle f:X — Y bir fonksiyon ve F, X iizerinde bir siizgec

ise {f (F)[FeF } goriintii kiimesi bir siizgeg tabamdir.

Coziim: f (F) goriintli kiimesinin baz aksiyomlarini sagladigini gosterelim.
(1) F=¢ iken f (F) # ¢ oldugunu gosterelim.

Her Ae F i¢in A#p=f(A)#¢ ve ¢ F oldugundan ¢ ¢ f(F)

(2) HerA,Bef(F) ise en az bir Cef(F) i¢in Cc AnB oldugunu gosterecegiz,
A,Bef(F) ise A=f(F) ve B=f(F,)olacak sekilde F,F, e F vardir. F,F, e F ve

F siizgeg oldugundan F NF, € F olur.

ANB=f(E)nf(F)>f(FNE) oldugundan C=f(FNF,)ef(F) ahmrsa

Ccf(F)nf(F) olur.
Buradan C = A N B elde edilir.

Uyar1 2.3.9: Eger f:X — Y fonksiyonu rten ise {f (F)FeF } goriintii kiimesi de bir

stizgectir.

Teorem 2.3.10: X ve Y herhangi iki kiime ve f:X — Y bir fonksiyon olsun. Eger B,

X lizerinde bir siizgeg¢ tabani ise

(8)={f(B)B<5)
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goriintiisii de Y tizerinde bir siizge¢ tabanidir.

Ispat: f (B ) nin baz 6zelliklerini sagladigin1 gosterelim

(1) B siizgeg tabam oldugundan B#¢ ve ¢ ¢ B dir. f(B)=¢ ve ¢ ¢f(B) oldugunu

gosterelim VB e B igin B# ¢ = f(B)# ¢ ve ayrica ¢ ¢ B oldugundan ¢ ¢ f(B) dir.

(2) Herf(B,),f(B,) i¢in f(B)cf(B,)nf(B,)olacak sekilde enaz bir f(B)e f(B)

oldugunu gosterelim f (B, ),f(B,)ef(B) alalm

B,,B, € B ve B siizgeg tabani oldugundan 3B e B vardir ki B B, \B, dir.

O halde, f(B)c f(B, nB,)cf(B,)f(B,) oldugundan
f(B)=f(B,)Nf(B,) elde edilir.

Tanmm 2.3.11: f:X—>Y fonksiyon ve JF de X ilizerinde bir siizge¢ olsun.

{f (F)|FeF } goriintii kiimesini taban olarak kabul eden Y iizerindeki siizgece F

siizgecinin e gore goriintiisii denir ve f(F) ile gosterilir. Yani,
f(]-")={F':>f(F)|Fe.7:} dir.

Tanmm 2.3.12: f:X —> Y bir fonksiyon ve F'de Y iizerinde slizge¢ olsun. Tabani

{f (A)AaeF '} kiimeler smifi olan X iizerindeki siizgece F' siizgecinin f

fonksiyonuna gore ters goriintiisii denir ve £~ (F"') ile gosterilir. O halde;
f(F)={A>f"(A)|AeF] du.

Tamm 2.3.13: X kiimesi ilizerinde bos olmayan siizgecler ailesi { i} olsun. X

iel

tizerinde tim ¥ lerden kaba olan F siizgeci F =ﬂ]—: dir. Bu F siizgeci {F}

iel

iel

ailesinin en biiyiik alt siniridir.



20

Teorem 2.3.14: B, ve B, ler X kiimesi lizerinde iki siizge¢ tabani olsunlar. Bu taktirde

asagidaki ozellikler denktir.
(1) B,’in Urettigi F, slizgeci, B, nin iirettigi F, siizgecinden incedir.
(i1) B, ’nin herhangi bir kiimesi, B, in herhangi bir kiimesini kapsar.

Ispat: (i) = (i) £ > % ise F o F > B, oldugundan VA, € B, kiimesi F e aittir.
Sonug 2.3.5° ye gére B, ’nin herhangi bir A, kiimesi; F in B, tabanina ait bir A,

kiimesini kapsar.

(i)=(1) VA, eB, kimesi bir A e€B, kimesini kapsiyor ise F > F, oldugunu

gosterelim.

VF, € 7, alalim. Sonu¢ 2.3.5 ’ ye gore enaz bir A, B, vardir ki A, cF, dir.

A, D A, oldugundan yine Sonug 2.3.5 geregince A, € F, = F, o F, dir.

Tammm 2.3.15: F, (X,71) uzaymdaki bir siizge¢ ve x € Xolsun. Eger F siizgeci x

noktasinin A (x) komsuluklar siizgecinden daha ince ise, yani N (x)c F ise F

stizgeci x noktasina yakinsiyor denilir ve F — x veya lim F=x seklinde gosterilir.

Eger X lizerindeki bir F siizgeci x noktasina yakinsiyor ise, X lizerinde F den ince

olan tiim siizgeclerin de x noktasina yakinsayacagi tanimdan asikardir. Ayrica X kiimesi

iizerinde x noktasma yakinsayan tiim siizgeglerin arakesiti de AN (x) komsuluklar

stizgecidir.

Tamm 2.3.16: B,(X,’C) topolojik uzayindaki bir siizge¢ tabani ve x € X olsun. B nin

her B kiimesi N (X) nin bir N kiimesi tarafindan ihtiva ediliyor ise, B siizge¢ tabani x

noktasina yakinsiyor denilir. Yani B nin dogurdugu F siizgeci x noktasina yakinsiyor
ise, B slizge¢ tabani x noktasina yakinsiyor denir. Bir slizge¢ veya tabani birden fazla

noktaya yakinsayabilir.
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Bir siizge¢ veya slizge¢ tabani birden fazla noktaya yakinsayabilirken daha sonra

ispatlayacagiz ki eger uzay hausdorff uzayi ise tek noktaya yakinsarlar.

Teorem 2.3.17: X uzayinin Hausdorff uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart bu uzaydaki

yakinsak bir slizgecin tek bir noktaya yakinsamasidir.

Ispat: (:>): X uzay1 Hausdorff uzay1 olsun. Bu uzaydaki yakinsak bir F silizgecinin

tek bir noktaya yakinsadigini gosterecegiz. F siizgecinin x ve y gibi farkli iki noktaya

yakinsadigini kabul edelim. X uzay1 H-uzay1 oldugundan IN e N/ (x) ve M e N (y)
vardir ki NmM =¢ dur. Oysa F siizgeci x noktasina yakinsadigindan N (X) c F dir
ve dolayisi ile N eF dir. Benzer sekilde M e F dir. (fz) stizge¢ aksiyomundan
NnM=¢e F elde edilir ki, bu da (fl) ile celigir. O halde x=y dir, yani F tek

noktaya yakinsar.

(<:): Yakinsak bir siizge¢ tek noktaya yakinsasin, X uzaymin H-uzayi olmadigini
kabul edelim. O halde 3x,y e X vardir ki YNe N (x),YMe N (y) i¢gin NNM = ¢
dir. Buradan N & M° elde edilir ve Teorem 2.3.14 geregince VM e N (y) i¢in
M e N (x) dir. O halde N (y)< N (x) elde edilir ki bu da hipoteze aykiridir. Ciinkii

X uzaymdaki N (x) siizgeci hem x hem de y noktasina yakinsar.

Teorem 2.3.18: X ve Y herhangi iki kiime f:X — Y fonksiyon ve B', Y iizerinde bir

stizgec tabani olsun.

Bu taktirde

f(B")= {f (BB’ eB’} kiimeler simfinin da X {izerinde bir siizge¢ tabani olmasi

igin gerek ve yeter sart B'e B’ igin ' (B') # ¢ olmasidir.

Ispat: (=): f'(B') smfi X iizerinde siizge¢ tabani olduguna gére VB'e B’ i¢in

£71(B')# ¢ dur.

(<): VB eB igin f'(B')# ¢ oldugundan 1. aksiyom saglanur.
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VE(A').£7 (B e £ (B) igin
£1(A)AE (B)= £ (A'AB)

A",B'eB" ve B'’niin X iizerinde siizge¢ tabani olmasi nedeniyle 3C’' e B’ vardir ki

C'cA'NnB dir.
Buradan

f (A )N (B)=f"(A'"nB") > (C)
elde edilir.

2.4. Cauchy Uzaylar

“Cauchy” terimi Fransiz matematik¢i Augustin Cauchy’in isminden ortaya ¢ikmasina
karsin, yaygin olarak kiiciik harfle baslayan sekliyle kullanila gelmistir. Cauchy isim
olarak, reel analizdeki Cauchy dizileri kavramina dayanmaktadir. Siizgeclerin
varolmasi ve diizgiin uzaylarin ortaya ¢ikmasi neticesinde, Cauchy siizgecleri topolojik
teoride Cauchy dizilerine genellestirilmistir. Yakinsak teoride ise, Cauchy yakinsaklik
anlaminda kullanilmistir. Weil [26] su ifadeyi ispatladi: Diizgiin uzay igerisindeki bir
stizge¢ “Cauchy” dir ancak ve ancak diizglin uzay tamlamasi igerisinde bir nokta
mevcuttur Oyle ki siizgec bu noktaya yakinsaktir. Kowalsky [27] Cauchy siizgeci
kavramini temel kavram olarak kullanarak nerdeyse ayni neticeye ulagsmistir. Cook ve
Fischer [28] {in diizgiin yakinsak uzaylar1 ortaya koymasi ve bdyle uzaylar igerisinde
Cauchy uzaymin tanimimi vermesi Cauchy uzaylarinin ortaya ¢ikmasini saglamistir.
Ancak Cauchy uzaylarinin aksiyomatik tanimi 1968 tarihinde Keller [29] tarafindan
yapilmistir. Daha sonra Cauchy uzaylar cesitli uzaylarin tamlamalarini olusturmada
yaygin olarak kullanilan bir ara¢ olmustur. Reed [30] Cauchy uzaylar1 tamlamalarinin
bir tam siifin1 gelistirmistir. Cauchy uzaylar1 diizgiin uzaylar gibi kompatifikasyon ve
tamlama icin kullanilmigtir. Bu arada tamlik ve diizgiin siireklilik gibi kavramlar

tanimlanmistir ki, bunlar topolojik ve yakinsak uzaylarda miimkiin degildi.

Tanim 2.4.1: Eger o, A lizerinde en biiyiik 6z slizgec ise @ ya maksimum siizge¢ (

ultrafilter) denir ve o asagidaki gibi karakterize edilebilir.
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A nin her B altclimlesiiginya Bea yada B°eqa dir.

Teorem 2.4.2: X kiimesindeki F siizgecinin ultrasiizge¢ olmasi icin gerek ve yeter

kosul VAc X icinya A e F veya A° € F olmasidir [32].

Ornek 2.4.3: X herhangi bir kiime ve xeX olsun. ]::{ACX|XGA} smifi X

tizerinde bir ultrasiizgegtir.

FckF wkin F=ZF oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢cin F cF oldugunu
gostermeliyiz. A, € 7 alalim. F < F olduguna gore x € A, veya x ¢ A dir. x g A,

olmas1 miimkiin degildir. Ciinkii x e A] = A] € 7 den
= A, NA] =¢ e F celiskisine varilir.
O halde yani A, € F dolayisiyla 7, < F bulunur.

Teorem 2.4.4: f:X —>Y fonksiyon ve F de X lizerinde bir ultrasiizge¢ olsun. Bu

taktirde F silizgecinin f’e gore

f(f) = {F' - f(F)|F € f} gorlintii stizgeci de bir ultrasiizgegtir [32].

Onerme 2.4.5: a) {]-"a o€ /\}, X {lizerindeki silizgeclerin bir sinifi olsun. Siizgecler

smifinin infimumu ﬂ F, = {U F, :F e .7-;} dir.

aen aen

b) Fve G, X iizerindeki iki siizge¢ olsun. F ve G nin supremumu F v G vardir &

FeF ve VGeG i¢in FnG=#¢ dir. Eger FvG varsa bu durumda

fvgz{FmG:Fe]: ve Geg} dir [32].

Onerme 2.4.6: {F, :aen} X iizerindeki siizgeglerin bir smufi olsun. {F, :x € A} nin
supremumu vardir ancak ve ancak herhangi sonlu {a,,...a, } = A alt simfi ve herhangi

FieF,, 1=12,..n i¢cin E, Nn..nF #¢ dirve v F  ile gosterilir. Bundan bagka

ai?
OEA

v F, varsa

aEAN
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v F, ={FOtl N..E, {oy, .0, } <A F, eF, i= 1,2,...n} dir.

[OASVAN

F, X lzerinde bir siizge¢ ve A, X in bir alt climlesi olsun. Eger her Fe F i¢in

ANF=#¢ ise bu durumda {ANF:FeF} siizge¢ bazi olusturur ve bu simf F den

daha ince bir siizgeg iiretir. Bundan bagka {AmF :FeF } A da F,ile gosterilen bir

stizgeg olusturur ve bu siizgece A lizerinde F in izi denir.

Genellikle ultra slizgeclerle ¢alismak daha uygundur. Asagidaki 6nerme bir ultrasiizgeci

karakterize etmek icin diger iki sart1 saglar.

Onerme 2.4.7: F F(X) olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

a) F bir ultrasiizgectir.

b) AUBe F ise AeF veya Be F dir.

c) AcX ise AeF veya X—-AeF dir [32].

Sonu¢ 2.4.8: F,Ge F(X) ve He U(X) olsun. Eger H>F NG ise H>F veya
H>G dir [32].

Onerme 2.4.9: Kabul edelimki f:X — Y bir doniisiim olsun.

(a) FeU(X) ise f(F )eU(Y) dur.

(b) {.7-"(1 ‘e /\} X tzerindeki siizgeclerin sinifi ise bu durumda f (ﬂ .ﬂj = ﬂ f(F)

OEA OEN

dir [32].

Cauchy yapilart ilk olarak bazi diizgiin yakinsak uzaylarin Cauchy siizgeglerinin bir
climlesi olarak tanimlandi. Simdi siizge¢ wuzaylart ve C-siizge¢ uzaylarim

tanimlayacagiz.

Tanim 2.4.10: X ciimlesi iizerindeki silizgeclerin bir sinifi C, asagidaki sartlari
sagliyorsa C alt climlesine X cilimlesi iizerinde Cauchy yapisi ve ( X ,C ) ikilisine de

Cauchy Uzay1 denir.



25

(c,)vx e Xigin[x]eC,

(c,)FeCve F<Gise GeC,

(c,) Eger F e C, GeC ve FvG meveutise FGeC dir.

(X.C) ye Cauchy siizgegleri denir. (c,) ve (c,) sartini saglayan (X,C) ikilisine pre-
Cauchy uzay1 denir.

(X, C)ve (Y, D) iki Cauchy uzay1 olmak iizere f:(X.,C) — (Y ,D ) doniistimii
Cauchy siireklidir ancak ve ancak f: X — Y bir fonksiyon olacak dyle ki F €C ise

f (F)eD saglanmahdur.

(X,C) siizgeg uzay1 ve C asagidaki (c,) sartimi sagliyorsa (X,C) nin C-siizge¢ uzayi
oldugu goriiliir.

(¢;)F ~.[x] ise Fn[x]eC dir.

(X,C) bir yakisak siizge¢ uzay ise F e C oldugunda F, x’e q yakisaktir denir ve

F —1>x ile gosterilir. Bundan baska eger her siizge¢ en az bir noktaya g-yakinsaksa

(X,C) "ya hausdorf denir.

X i¢in verilmis herhangi iki 6n yakinsak yap1 p ve q olmak iizere eger F ——>x

olmasi, 7 —2—>x olmasin1 gerektiriyorsa p < q olur.

f: (X,q) - (Y,p) iki onyakinsak uzay arasinda tanimlanmig f donisimii F —1>x

oldugunda f(F)—2—f(x) oluyorsa siireklidir.

Objeleri Cauchy uzaylari, doniisiimleri Cauchy siirekli doniisiimler olan kategori FIL

(CHY) ile gbsterilir. Ayrica FIL (CHY) deki tiim objeler \FIL\ (\CHY\) ile gdsterilir.

C, D X iizerinde iki Cauchy yapis1 olsun. C<D olmasi i¢in gerek ve yeter sart DCC
dir. Eger C<D ise, “C, D’den daha kaba” veya “D, C’den daha ince” diyoruz.
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(X,C),(X,D) € ‘FILMCHY‘) icin Cc D oldugunda D < C ile tanimlanir. Buna

bagli olarak X’ deki tiim siizge¢ (Cauchy) yapilart complete lattice olusturur.

Kabul edelim ki  p. ; (X,C) ig¢in olusturulmus on-yakinsak yapi olsun.

F—25X < F~%(F—ox < FnxeC) dir
Eger objeler ve fixed (sabit) morfizmler icin (p(f) ve f, her f € Mor(FIL) i¢in aynt
fonksiyonlar olsun).

p:FIL - PCONV

p (X, C) = (X, pc) ile tantmlanmigsa p bir fanktordur.

(X, C) slizge¢ uzay1 ve (X, C) i¢in olusturulmus 6n yakinsak p. yapisi bir yakinsak yap1
ise (X, C) ye yakinsak siizge¢ uzay1 veya kisaca c-siizge¢ uzay1 denir. Bu durumda C, c-

precauchy yapisidir.

Tiim 6n yakinsak uzaylar (yakinsak uzaylar, limit uzaylari) ve siirekli doniigiimler

PCONV (CONV,LIM) ile gosterilir.
Yani agikga CONV ve LIM, PCONV” nin bireflektif alt kategorileridir.

X bir ciimle A ve B, X x X ’in birer alt kiimesi ve A~ = {(y, x)‘(x, y)e A} ve

AoB = {(X, y)‘EIz eX>(x,z)eBve(zy)e A} ile tanimlanir.

Stizgeclerin tersi ve birlesimi de benzer sekilde tanimlanir.
2.5. Topolojik Kategori

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder
uzaylarini da igine alarak Herrlich [4], Kent [5], Wyler [6], Schwarz [7] ve digerleri
tarafindan topolojik kategori kavramina genellestirilmistir. Topolojik kategori degisik

yollarla tanimlanmistir. Ornegin, 1975°te Herrlich [4] de belli bir kaynaktan baslangic
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kaldirmalarinin (initial lift) varligina dayanarak topolojik kategoriyi tanimlamistir.
Wyler [6] de topolojik kategori tanimini tam lattice kategorisindeki fanktora
dayandirarak tanimlamistir.  Genel topolojide ayrilma aksiyomlari, Urysohn
Metriklestirme Teoremi, Urysohn Lemmasi, Tietze Genisleme Teoremi gibi ¢ok 6nemli
teoremler karsimiza c¢ikmaktadir. Bu kavramlari herhangi bir topolojik kategoriye
genisletmenin yaninda bunlar1 belli topolojik kategorilerde karakterize etmek de faydali
olur. Bu kavramlar1 herhangi bir topolojik kategoriye genellestirebilmek i¢in bunlarin
her birini baglangi¢ kaldirmalari, bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre uzaylar (objeler)

ile agiklayabilmek gerekmektedir.

Bu kisimda topolojik kategori tanimi verildi ve CHY nin bir topolojik kategori oldugu
gosterildi. Ayrica, initial ve final Cauchy yapilar, diskre ve indiskre Cauchy uzaylar
(objeler) verildi.

Tanmm 2.5.1: £ ve B herhangi iki kategori olsunlar. ¢/ : £ — B fanktoru eger belirli
(diizenli ve amnestik) ise, kiiciik demetlere sahipse ve her U —kaynagr igin bir
baslangic kaldirmaya sahipse veya denk olarak her U —kavsagi bir bitis kaldirmaya
sahipse U ya topolojik fanktor £ ye de B kategorisi lizerinde topolojik kategori denir
[3,s. 333, 335].

Not 2.5.2: Topolojik kategorilerde baslangi¢ kaldirmanin varlhigi bitis kaldirmanin
varligina denktir [33, s. 125].

Tanim 2.5.3: U : £ — B topolojik fanktoruna sabit objeler yani alt terminal objeler tek
bir yapiya sahip oldugunda ¢/ ya normallestirilmistir denir [3].

AyricaX € Ob(€) olmak iizere herU (X )— U(Y) doniisimii € de ki her Y objesi
icin bir X - Y doniisiimiine kaldirilabiliyorsa X 'ediskreobje veya her Y e Ob(E )
icgin U(X)>U(Y) donisimi Y —>X  doniisimiine  kaldirlabiliyorsa

X 'eindiskre obje denir [3].

Tamm 2.5.4: £ bir topolojik kategori ve X eOb(&) olsun. i:4—>X kapsama

dontisimii bir baslangic kaldirma ise A'ya X'in alt uzayr denir ve Ac X ile

gosterilir.
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Ornek 2.5.5: Top kategorisi Set kategorisi iizerinde bir topolojik kategoridir.
U : Top — Set Z/I(A,T)) =4 ve [f:(A,7)—>(B,0) siirekli fonksiyonu igin
U(f)=f:A— B seklinde tanimlanan unutkan fanktor belirlidir. Her 4 climlesi i¢in
U'(A)c P’(A) bir ciimle oldugundan U/ kiigiik demetlere sahiptir.{(Ai,ri)}iel
topolojik uzaylarin bir ailesi ve f,:4—> A =U (Ai:T,-) kaynagi verilsin. 7" topolojisi
{7(G,): G, er,} alt bazi tarafindan iiretilen baslangig topolojisi olsun. f; :(A4,7") —
(4;,7;) sureklidir. g, : 4, =U(4,,7;) > A fonksiyonlar verilsin. 7z, A4 tzerindeki g,
ler tarafindan {iretilen final topoloji yani, 7, ={/ < 4:g;'(V)er, her iel} olsun.

g, :(4,,7,) > (4,7,) fonksiyonlar1 stireklidir.

Ornek 2.5.6: CHY Xkategorisi Set kategorisi iizerinde bir topolojik kategoridir.
U :CHY — Set, L{((X ,C))zX seklinde tanimlanan ¢/ doniistimiiniin bir topolojik

fanktor oldugunu yani Tanim 2.5.1 in sartlarin1 sagladigini gosterelim.
1) U nun belirli oldugunu gosterelim;

i) U’nun diizenli oldugunu gostermeliyiz. Yani her (X,K ), (Y,L)e Ob(CHY ) ve

fog: (X K)—Sdvdontsim_ oy I,)  Cauchy-doniisiimleri  icin  U(f)=U(g)

oldugunda f =g oldugunu gosterelim. U 'nun tanimindan U(f)=f ve U(g)=g
olup U( f)=U(g) oldugunda f =g bulunur. Dolayisiyla U diizenlidir.

ii ) U 'nun amnestik oldugunu gosterelim. Bunun igin,

f(X,K)—sdvdnlistn X 1), U(f)=1, ve f,Cauchy-izomorfizm olsun. f nin

bir birim Cauchy-doniisiim oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, K =L oldugunu

gostermek gerekir.

Her 4eK igin f, Cauchy-doniisim oldugundan f(4)eL dir. U(f)=f=1,

oldugundan f(A4)=1,(4)=AeL dir. Dolayisiyla K c L elde edilir.

7, Cauchy-izomorfizm oldugundan f':(X,[)—dv-dnlsin oo x K ) olur. Her

Ael igin f', Cauchy-doniisim oldugundan f'(4)eK dir. f'=1"=1,
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oldugundan f'(A4)=1,"(A)=AeK dir. Dolayisiyla L K elde edilir. K <L ve

L c K oldugundan K = L bulunur.
O halde U/ amnestiktir.

(i) ve (ii)’den U belirli funktordur.

2) U ’nun kiiciik demetlere sahip oldugunu, yani /(X ) ’in her X e Ob(Set) igin bir

climle oldugunu gosterelim.

UNX)=({(X.K)|UX,K)=X ve  [f:(XK)—Sudrdnsim ooy [)  igin
Uf)=1.}

seklinde tanimlansmn. A={K|K, X tlzerinde bir Cauchy yapisi} olmak iizere,
V:U'(X)>A , V(X,K)=K seklinde tammlansm. ¥ birebir ve orten

oldugundan U™'(X )= AcP(F(X) olur. O halde &/~'( X ) bir ciimledir.
3) Her U — kaynaginin bir baslangic kaldirmaya sahip oldugunu gosterelim.

(X,,K,),U nun nesneleri ve f,: X —U(X, K, )=X, iel Set de U - kaynag

olsun.

K={ F | fi(T)e K,, i€l} seklinde tanimlansin;
(X,K) € Ob (CHY) oldugunu gosterelim.

vxeX i¢in f, [x] = [f, (x)]e K, dir. Ciinkii (X,,K,) € Ob(CHY) dir. K nin
tammmindan [x]e K olur. Yine Fe K ve FcG olsun. f, (F)eK, ve F (@
oldugundan f, (¥) < f, (G) dir. (X,,K,;) € Ob(CHY) oldugundan f, (G)e K,,
K nin tanimindan Ge K dir. Eger FeK, GeK ve FvG mevcutise FNGekK
oldugunu gosterelim. FeK, GeK ve FvG meveut olsun. f;(FvG) mevcut ve
(X,,K,) € Ob(CHY) oldugundan her iel i¢in f(FNG)eK, dir. K nin

tanimindan F NG e K dir.
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Buradan (X,K) € Ob (CHY) dir.

Simdi  f,:(X,K)—>(X,,K,) nmn f:X——>X, nin baslangi¢ kaldirmas
oldugunu gosterelim. K={ ¥ | f (¥)eK,, iel} seklinde tanimlanan K nin

f,: X—U(X, K, )= X, ile verilsin.

Her (Y,L)e Ob(CHY) , (X, K,)e Ob(CHY) ve U de herhangi h;:(Y,L)—

(X, K, ) doniisiimlerin ailesi i¢in en az bir £ :Y — X vardir ve U( f,)ok=U(h;) dir.

Buna gore f :(X,K)—>(X,,K,), g :X — X, nin baslangi¢ kaldirmas: oldugunu

gosterelim. Her (X, K, ) e Ob(CHY) i¢cin ve CHY 'de

CHY Set
(X, K)—L—>(X,.K,) U(X.K))=X—L—U((X,.K))=X,
k h k h
(r.)  (fiek=h) U((r.L)= (fok=h)

Sekil 2.4.1. U —kaynag i¢in baslangi¢ kaldirma

h:(Y,L) > (X,K,) donisimler ailesi igin yani fok=Ah ve fok=U(h)=h
olacak sekilde 3k :(Y,L) — (X,K) vardir. k ’'min bir cauchy—déniisiim oldugunu

gostermeliyiz. Vie [ igin h’ler cauchy—doniisim oldugundan her GelL igin
h(G)eK, bulunur. fiok=h oldugundan (f,ok)(G)eK,  yazlabilir.
f (/;(G)) eK,, Viel iginolup, K nmn tammindan k (G)e K dir. Bu durumda &

bir cauchy —doniisim olup U doniisiimii bir topolojik fanktordur.

Baslangi¢ kaldirmaya benzer olarak bitis kaldirmay1 da gosterebiliriz.
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¥ €K ancak ve ancak K da sonlu sayida ¢, , ¥,, ..., ¥, ler mevcut olacak dyle ki

n

tiim i<n ler i¢in F; nin her elemani1 ilk F i in her elemaninin kesisimi mevcut

olacak (yani bostan farkli olacak) ve ﬂ Fic F olacaktir.

i=1



3. BOLUM

p NOKTASINDA T, VE T, CAUCHY UZAYLAR

Bu boliimde Cauchy Uzaylarin Kategorisinde, p noktasinda degisik T, ve T, Cauchy

uzaylar karakterize edilmistir.

3.1. p Noktasinda T, Cauchy Uzaylar

Tanim 3.1.1: B bir ciimle ve p € B olsun. BIIB, B ’nin ayrik iki kopyasi olsun. B’

nin p de wedge carpimi BLIB nin p de ¢akigmasidir ve Bv B seklinde gosterilir.
Bv,B’de ki bir X noktasi birinci bilesende ise X ikinci bilesende ise X, ile

gosterilecektir. B> = Bx B, B’ nin kartezyen carpimi olsun.

1. p’de Temel Eksen Doniisiimii (Principle Axis Map at p): A :Bv B— B*,

(X, p), i =1lise

Ap(Xi):{(p,x), i = 2ise

2. p’de Skewed Eksen Doniisiimii (Skewed Axis Map at p):

(X,X), i =1ise
(p,X), i =2ise

. 2
Spi .va B—B-, Sp(xi):{
3. p’de Katlama Doéniisiimii (The Fold Map at p):

V,:Bv,B—>B,i=12i¢nV,(x)=x

olarak tanimlanir [8, 52].
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Uyan 3.1.2: p,, p, fonksiyonlarini 1+p, p+1:Bv B— B fonksiyonlar: yardimi
ile tamimlariz. Burada sirasiylal: B — Bbirim fonksiyon, f : B— B p noktasindaki

sabit fonksiyon ve 7, :B* — B (i=1, 2) izdiisim fonksiyon olup;z,A = p, =mS,,

P
A, =Py, TS, =V, dir. A, ves, nin baslangi¢c oldugunu gostermek i¢in sirasiyla
(p,ve p,)nin ve (pl VeVp) nin birer baslangic kaldirma oldugunu gdstermek
yeterlidir [8, 52].

Ornek 3.1.3: Eger B yi reel sayilarin ciimlesi ve p =0 kabul edersek, p de temel
eksen doniisiimiiniin goriintiisii X ve Y eksenlerinin birlesimi, p de skewed eksen

doniisiimiiniin goriintiisii y = X dogrusu ile y eksenlerinin birlesimi olur.
Tanim 3.1.4: (B,7) topolojik uzay, p € B olsun. .

1. Egerher xe B ve X+ p i¢in x ¢ G olacak sekilde p nin bir G, agik komsulugu

veya p ¢ G, olacak sekilde X in bir G, acik komsulugu mevcutsa (B,z) ya p de T,
dir denir [8].

2. Eger her x,yeB ve x#Yy i¢in x¢G, olacak sekilde y nin bir G, acik
komsulugu veya y ¢ G, olacak sekilde X in bir G, agik komsulugu mevcutsa (B,7) ya

T, dir denir [8].

Teorem 3.1.5: (B, 7) topolojik uzay1 ve p € B icin asagidaki ifadeler denktir.
1. (B,7r) p deT, dir.

2. 7", B? iizerindeki ¢arpim topolojisi olmak iizere A :Bv B —(B*,7") ve

Vi Bv,B—(B,P(B)) fonksiyonlar1  tarafindan  {retilen  baslangic

topolojisi diskredir [8].

3. 7., i,i,:B>Bv B, x=i(X)=X, §,(X)=x, fonksiyonlar1 tarafindan

uretilen B v B tizerindeki bitis topolojisi olmak tizere id :Bv B — ( Bv, B,r*) birim
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fonksiyonu ve V :Bv B —)(B,P(B)) fonksiyonu tarafindan tretilen baslangi¢

topolojisi diskredir [8].

Tamm 3.1.6: U/ : E — Set bir topolojik fanktor, U (X ) = Bolmak iizere X E nin bir

nesnesi ve p € B olsun.

1. X nesnesinin pde T, olmast igin gerek ve yeter sart
{A,:Bv,B>U(X*)=B’ve V :Bv, B—UD(B)=B| U kaynaginn  baslangic
kaldirmasimin diskre olmasidir. Burada D, U nun sol adjointi olan diskre fanktordur
[8].

2. X nesnesinin p de T, olmast i¢in gerek ve yeter sart
{id :Bv, B—)L{(X v, X)= Bv,BveV, :Bv,B—>UD(B)= B} U -kaynaginin

baglangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir. X v X E de wedge carpimudir, yani
i :B—>Bv B, x=i(X)=% ve i,:B—>Bv B, i,(X)=X, kanonik doniisiimler

olmak iizere {il, LU ( X ) =B—>Bv,B } U -kavsaginin bitis kaldirmasidir [8].

Uyan 3.1.7: 1. (B,r) topolojik uzaymm T, olmas: i¢in gerek ve yeter sart her

peB i¢in (B,7) nin p de T, olmasidir [8].

2. Eger U : E — Set normallestirilmis bir topolojik fanktor ise bu takdirde p de

T,, p de T, nii gerektirir [12].

Teorem 3.1.8: CHY kategorisindeki {f.:(A,K)— (A,K.), iel} kaynagi, baslangi¢

kaldirmadir (initial lift) < Vi e ligin f,(a) €K, iken a € K dir [37, 38, 39].

Teorem 3.1.9: CHY kategorideki f :(A,K)— (B,L)epimorfizma bitis kaldirmadir
(final lift) ancak ve ancak a el ise K’de «,,a,,...,a, seklinde sonlu tane Cauchy

stizgegleri vardir dyleki Vi<n i¢in ¢, nin elemanlar1 igin ¢,,, *deki elemanlarla kesisir

ve N\f(a;) caolur[37,38,39].

i=1
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Teorem 3.1.10: B e CHY igin A’yi B® deki diagonal icin kullanacagiz. B € CHY

olmak iizere B’ v, B’ wedge B’][B* —B”v, B® déniisiime gore final lift olup A-

de B’ ’deki iki kopyasmnin kesismesidir.

CHY  kategoride i, 1, iki  kanonik  projeksiyonlar = olmak  {izere
{i,,i,:(B*,K)— (B*v, B’,L)} epi-kavsag1 bitis kaldirmasidir (final lift) ancak ve
ancak asagidaki sart1 saglar;
B* v, B’iizerinde herhangi « siizgegi i¢in (burada baz1 k=1,2 ve ¢, €Kigin ya
a>i(a) yada aeldrr) a,a, K Cauchy siizgegleri vardir dyleki ¢, ’deki her

elemani «,’deki her elemanla kesisir ve o i, Ni,a,dir. Bu Teorem 3.1.9 iin 6zel

halidir [34, 40, 44].

Teorem 3.1.11: CHY kategorisinde, A 1iizerinde diskre yap1 (A K),
K ={[a]:ae A} U {[#]} seklinde tanimlanir [37, 38].

Teorem 3.1.12: CHY kategorisinde A fiizerinde indiskre yapis1 K =F(A) seklinde

tanimlanir [37, 38].

Teorem 3.1.13: [40] (A,K) Cauchy uzay1 ve p € A olsun. (A,K) nin p’de 'I'_0 olmasi
icin gerek ve yeter sart Vae K ve a #[p] i¢in; en az bir U e vardir dyle ki

peU dir.

Ispat: Kabul edelim ki (A K) p noktasinda 'ITO olsun. Tanim 3.1.6, Uyar1 3.1.2 ve
Teorem 3.1.8’den, wedge lizerindeki herhangi o siizge¢i i¢in poeK, p,oceK ve
herhangi bir x € A i¢in V o =[X] veya [¢] dur ancak ve ancak wedge deki herhangi bir
Z icin o =[z]veya o =[¢] dur. a #[p] ve her bir U e @ i¢in peU olacak sekilde en
az bir @ € K mevcutsa, bu takdirde (A,K) Cauchy uzayr oldugundan « U[p] 0z-
stizge¢c ve an[ple Kdir. a#[p] ve au[p] Oz-siizge¢ oldugundan, X# p olmak
tizere an[p]lc[{x,p}] ve [{X,p}]e K olacak sekilde en az bir xe A vardir.

o =[{X,X,}] olsun, Uyar1 3.1.2 den p,o =[{X, p}]= p,0 €K ve V o =[x] olur. Fakat
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wedge deki herhangi z noktasi i¢in ¢ #[z] olur ki bu da kabuliimiizle ¢elisir. O halde,

her ¢ € K ve o #[p] i¢in; en az bir U € & vardir dyle ki p ¢U dir.

Tersine olarak, Kabul edelim ki sart dogru olsun. o silizgeci poeK, p,ceK ve
herhangi bir Xe A i¢in V o =[x] veya V o =[¢] sartlarim saglarsa, Tanim 3.1.6 ve
Uyar1 3.1.2 den kolayca gosterilebilir ki o =[x, [X,],[¢] veya o D[{X,X,}] dir.
Gosterecegiz ki o D[{X;,X,}] sart1 saglanmaz. Ger¢ekten, o =[{X,X,}] ise, bu takdirde
Uyar1 3.1.2 den p,o=[{X,p}]=p,0€K olur ki bu bir ¢eliskidir. Ciinkii her bir
U e[{x,p}] icin peUolur. Eger [¢]#c #[{X,X,}] i1se oD[{X,X,}] olmas:t i¢in
gerek ve yeter sart o =[X] veya [X,]dir. A¢ik olarak o=[X] veya [X,] ise
o D[{X,,X,}] dir. Tersine olarak, eger o D[{X,X,}] ve [@#]# o #[{X,X,}] ise, 0 zaman
U eo vardir dyleki U = {x,x,} ve U=#{g} dir. {X,X,}ec ve o bir dz-siizge¢
oldugundan U Nn{X,X,} ={X} veya {X,}eocolur. Yani o=[X] veya [X,] dir.

Dolayisiyla, o =[X], [X,] veya [¢] olup (A,K) p noktada '?0 dir.
Teorem 3.1.14:[40] Tiim Cauchy uzaylar p ‘de T, dir.

Ispat: (A K) herhangi bir Cauchy uzay ve pe A olsun. Tanim 3.1.6, Uyar1 3.1.2,

Teorem 3.1.8, Teorem 3.1.9 ve Teorem 3.1.11°den Av A wedge carpim lizerinde
herhangi bir o siizgeci i¢in ya en az bir o, e K i¢in o D, 0, ( k= 1,2) dir veya en az
bir o0,,0,eK ve o,U0o, 0z siizgeg i¢cin o Dio, Ni,o, ve herhangi bir xe A
i¢inV o =[x] veya [¢] dur ancak ve ancak wedge deki herhangi bir z i¢in o =[z] veya
o=[¢] dur. En az bir 0,eK i¢in o>io, (k=1,2) ve herhangi bir xeA
i¢inV o =[x] veya [¢] ise, bu takdirde kolayca gosterilebilir ki o =[x ], [X,], [#] veya
o D[{X,X,}] dir. Ger¢ekten, o =[{X,X,}] ise, bu takdirde en az bir o, €K igin
o >io, (k=1,2) olur. Fakat bunun olmast {X,,X,} nin ayn: eksen iizerinde olmasini
gerektirir ki X # p oldugundan bu miimkiin degildir. Buradan, eger [@]# o #[{X,X,}]
icin o D[{X,,X,}] ise Teorem 3.1.13 deki ispata benzer olarak gosterilebilir ki o =[X;]

veya [X,] dir. Yine benzer olarak gosterilebilir ki, en az bir 0,,0, e K ve o,U0o, 0z
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sizgeg i¢in o D0, Ni,o, ve herhangi bir xe A i¢inV o =[x] veya [#] ve wedge
deki herhangi bir z i¢in o =[z]veya o =[¢] ise, bu takdirde o =[X,], [X,], [¢] dir. Bu

yiizden o =[X], [X,], [#] olur ki buda (A,K) nin p’de T, olmasidir.

3.2. pnoktasinda T, Cauchy Uzaylar
Tamm 3.2.1: (B, 7) topolojik uzay, p € B olsun.

1. Egerher xe B ve x# p i¢in x¢ G, olacak sekilde p ninbir G, agik komsulugu

ve p ¢ G, olacak sekilde X in bir G, acik komsulugu mevcutsa (B,7) ya p de T, dir
denir [8].

2. Eger her x,yeB ve x#Yy i¢cin x¢G, olacak sekilde y nin bir G, agik

komsulugu ve y ¢ G, olacak sekilde X in bir G, a¢ik komsulugu mevcutsa (B,7) ya

T, dir denir [8].

Teorem 3.2.2: (B,7) topolojik uzay ve p e B olsun. (B,7) nun p de T, olmasi i¢in

gerek ve yeter sart 7, B’ iizerindeki c¢arpim topolojisi olmak iizere
S,:Bv,B —>(Bz,r*) ve V :Bv B —>(B,P(B)) fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen

baslangi¢ topolojisinin diskre olmasidir [12].

Tanmm 3.2.3: U : E — Set bir topolojik fanktor, ¢/( X )=B olmak iizere , X E’nin bir
nesnesi ve peB olsun. X nesnesinin pde T, olmasi i¢in gerek ve yeter sart
{s,:Bv,B>U(X*)=B’veV,:Bv,B—>UD(B)=B| U-kaynagmn baslangig
kaldirmasinin diskre olmasidir [12].

Uyar1 3.2.4: 1. Eger U : E — Set normallestirilmis bir topolojik fanktor ise bu takdirde
pde T,, p de T, nii gerektirir [16].

2. p de T, aymrma aksiyomu herhangi bir topolojik kategoride (kuvvetli) kapalilik

kavramlarinin tanimlanmasinda kullanilir [9, 24].
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Uyar 3.2.5: 1. Topolojik uzaylar kategorisi Top’un bir p noktasinda T,, p de T, veya
p de T, olmasi sirastyla bilinen p de T, veya p de T, olmasina indirgenir. Burada
X topolojik uzayr p de T, (p de T,) olup T,(T,) tanimundan X deki herx# p
icinX’ in P’ yi igermeyen bir komsulugu varsa veya (ve) p’ nin X’ i igermeyen bir

komsulugu varsa X, p de T,(T,) dir [11].

2. U:E — Set topolojik bir fanktor, X , Ede bir obje vepeld(X), X’in bir
kisitlamasi (retract) olsun. Burada U — kaynagmin h 15 X baslangi¢ kaldirmasi, 1
Set’in final objesi olmak lizere p:1— L{(X) bir kisitlamadir. Bu durumda eger X

p’de T, (veyaT,)ise X p’de T, dir. Fakat tersi genelde dogru degildir [12].

3. U : E — Set normallestirilmis bir topolojik fanktor olsun. Her p igin p’ de '?0 ve

p’de T olmast p’de T, olmasini gerektirir [12].

4. X topolojik uzay: (Yar: diizgiin yakinsak uzay) T, (i = 0,1) dir ancak ve ancak tiim p
noktalarinda T, (i =0,1)dir [68]. Eger U : E — Set topolojik fanktor, X E’ de bir obje
vepel(X), X ‘inbir kisitlamasi (retract) ve X T, (T,) ise bu takdirde X p de

T, (T,) dir. Ama tersi genelde dogru degildir [12].

Teorem 3.2.6:[41] (A,K) Cauchy uzay1 ve pe Aolsun. (A,K) nin pnoktasinda T,
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a e K ve a #[p] icin; pgU olacak sekilde en az

bir U € @ nin mevcut olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki (A,K) pnoktasinda T, olsun. Tanim 3.1.6, Uyar1 3.1.2 ve
Teorem 3.1.8’den, wedge iizerindeki herhangi o siizgeci igin p,o € K dir. Ustelik, baz1
X leri¢in V o =[x] veya V o=[@] < wedge lizerinde baz1 z ler i¢in o =[z] veya
o=[¢] dir. @ #[p] ve VU eaicin peU olacak sekilde en az bir ¢ € K mevcutsa,
bu takdirde (A,K) Cauchy uzay1 oldugundan « U[p] 6z-slizgectir ve a N[ p]e K dir.
a#[p] ve au[p] Oz-siizge¢ oldugundan, X=p icin an[p]c[{X,p}] ve

[{X, p}] € K olacak sekilde A da en az bir X vardir. o =[{X,X,}] olsun, Uyar1 3.1.2
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den p,o=[{X,p}]e Kve V o=[x] olur. Fakat bu da wedge deki herhangi z noktasi

icin o #[z] olur ki bu da kabuliimiizle ¢elisir. O halde, p ¢ U olacak sekilde en az bir

U € o mevcuttur.

Tersine olarak, kabul edelim ki sart saglansin. Eger o, poc €K ve baz1 X ler i¢in
V. o=[x] veya V o=[¢] sartlarim saglarsa, o =[X],[X,], [#] veya o D[{X,X,}]
oldugu acikca goriiliir. Biz son kismin saglanmadigini gosterecegiz. Eger o =[{X, X, }]
ise, Uyar1 3.1.2 den p,o =[{X, p}] € K olup bu bir ¢eliskidir. Ciinkii YU e[{X, p}] i¢in
peU olur. Eger [@]# 0 #[{X,X,}] 1se o D[{X,X,}] ancak ve ancak o =[X] veya
[X,] dir. Agik olarak o =[X] veya [X,] ise o D[{X,,X,}] dir. Tersine olarak, eger
oD[{X,X%}] ve [@]#oc #[{X,X,}] ise, o zaman en az bir U eoc vardir Oyleki
U = {X,X,} ve U ={g} dir. {X,X,} €c ve o 0z-siizge¢ oldugundan U N {x,X,} ={X}
veya {X,} € o olur. Yani o =[X,] veya [X,]dwr. Dolayisiyla, o =[X ], [X,] veya [¢]olup

(A,K) pnoktasinda T, dir.
3.3. p noktasinda T, ve T, Cauchy Uzaylar Arasindaki iliskiler

Uyari 3.3.1: Eger (A,K) Cauchy uzay1 p-de T, veya T, ise (A,K) p-de T, dir. Ama
tersi genelde dogru degildir. Ornegin, A={1,2},p=1 ve K = {[1], [2]. [{1,2}], [(/5]} ise

VU €[{1,2}] i¢in p=1eU oldugundan (A,K) p-de T, dir. Fakat p-de ne T, ne de

T, olur.



4. BOLUM

T, VE T, CAUCHY UZAYLAR

Bu bolimde, farkli T, 'ITO, T,'ve T, aywrma aksiyomlar1 Cauchy uzaylarin

Kategorisinde karakterize edilmis ve birbirleriyle ve p noktasinda ki T, 'ITO , T,'ve T,

ayirma aksiyomlar1 arasindaki iligkileri incelenmistir.

4.1. T, Cauchy Uzaylar

Tamm 4.1.1: [8] Bbostan farkli bir ciimle ve B*=BxB olsun. B’ nin iki ayn

kopyasinin diyagonali boyunca g¢akistirilmas1 B* v, B* ile gosterilir. B* v, B* de bir
(x,y) noktasi birinci bilesende ise (X, Yy) ile, ikinci bilesende ise (X,Yy), ile

gosterilir. Agik olarak (X, y)=(x,y), © x=y dir.
1. Temel Eksen Doniigiimii (Principle Axis Map): A:B’v, B* —» B’

(x,y,x), i=lise
Al(x,y))= o
(x,%,y), i=2ise
2. Skewed Eksen Doniisiimii (Skewed Axis Map): S:B”*v, B> - B’

(x,y,y), i=lise

S((X, Y).)z{(X’ X, y), i=2ise

3. Katlama Déniisiimii (The Fold Map): V:B’v, B> > B*, i=1,2 i¢gin

V(x5 y))=(xy)
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seklinde tanimlanir.

Burada 7z, :B*—>B, k. izdisim ve i, je{l,2} i¢inz; =mz+x,:B’v,B*>B

olmak tizere 7,S =7, =mA , 71,S=mn, =m,A, 1,A=m,ve n,S=rm, dir.

Tamim 4.1.2: [8] (B, 7) topolojik uzay olsun. Eger her x, ye B ve X# Y i¢cin x¢ G,
olacak sekilde y nin bir G, acik komsulugu veya y ¢ G, olacak sekilde X in bir G,

actk komsulugu mevcutsa (B,7) ya T,topolojik uzay denir .
Teorem 4.1.3: (B,7) topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) (B,7z) T, dr.

(2) r°, B’ iizerindeki garpim topolojisi olmak iizere A:B*v, B’ —>(B3,r*) ve

V:B*v, B —)(BZ,P(B2 )) fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen baslangig topolojisi

diskredir [42].

(3) 7., i,i, : B> —>B?v, B* fonksiyonlar tarafindan iiretilen bitis topolojisi olmak
iizere id 1 B’ v, B’ (B’ v, B*,z.) birim fonksiyonu ve V:B’v, B> —(B’,P(B’))
fonksiyonu tarafindan iiretilen baslangi¢ topolojisi diskredir [42].

(4) (B,7) en az iki elemanli hi¢bir indiskre alt uzay ihtiva etmez [36].
(5) Tanim ciimlesi (B, 7) olan her baslangi¢c kaynagi mono-kaynaktir [22].

(6) Iki elemanli bir indiskre topolojik uzaydan (B,z) topolojik uzayma tanimli her

morfizm sabittir [23].

(7) Tanim ciimlesi (B, 7) olan her baslangi¢c morfizmi bir monomofizmdir [21].

(8) Tanim ciimlesi (B,7) topolojik uzayr olan her baslangic epimorfizmi bir

homeomorfizmdir [43].

1971°de Briimmer [21] (7) yi kullanarak T, objeyi kategoride tanimladi. 1973°te Marny
[23] (4) ve (6) y1, 1974°te Hoffman [22] (5) 1 ve 1977°de Harvey [43] (8) 1 kullanarak
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T, objeyi topolojik kategoride tanimladilar. 1991°de Weck-Schwarz [36] topolojik

kategorilerde (4), (5), (6), (7) ve (8) genellestirilmeleri arasindaki iliskiyi inceledi.
1990°da Baran [24] (2) ve (3) i kullanarak T, objeyi topolojik kategoriye genisletti

(sirastyla T, ve T, ile gosterdi) ve 1995°te [44] tim bu farkli genellestirmelerinin
karsilastirmasint inceledi. Baran [20] c¢alismalarinda (2) ve (3) deki T, objelerini

kullanarak bir topolojik kategorideki Hausdorff objelerin ¢esitli formlarini tanimlada.

Tamm 4.1.4: U :E — Set topolojik fanktor, U (X): B olacak sekilde X & nin bir
nesnesi (objesi) olsun.

(1) X nesnesinin T,olmasi igin gerek ve yeter sart { A:B*>v,B* — L{(X3)= B® ve
V:B’v,B*— L{D(Bz)= B’} U- kaynagmin baslangic kaldirmasmin diskre
olmasidir. Burada D,U nun sol adjointi olan diskre fanktordur [8].

2 X nesnesinin T, olmasi i¢in gerek ve yeter sart
{id {B’v, B > U(B’v, BY) =X’v, X" ve Vi X v, X> - UD(B?)= Bz}ile
tanimlanan U — kaynagimmin baglangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir. Burada
(B>v, B2)', {il, i, 1 U(X?)=B">Bv, Bz} U— kavsagnm bitis kaldirmasi, i,,i,

kanonik doniisiimler ve D( B* ) , B? iizerinde diskre yapidir [46, 20].

(3) X nesnesinin T, olmasi i¢in gerek ve yeter sart X in en az iki elemanli hicbir

indiskre alt uzay ihtiva etmemesidir [36, 23].

(4) X T, dir ancak ve ancak U-kaynagin {S:B’v,B*>—>U(X’)=B’ve

V:B’v, B> > UD(B?) = B’} baslangig kadirmasi diskredir [41].
Uyar1 4.1.5:

1. Topolojik uzaylar kategorisi Top ta 'ITO, T,", T, ayirma aksiyomlart T, topolojik

uzay kavramina indirgenir [8, 36, 23].
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2. Herhangi bir topolojik kategori igin T,, T, nii gerektirir fakat bu gerektirmenin

tersi her zaman dogru degildir ve genelde T, ile T, veya T, arasinda bir iliski yoktur

[44].

3. U:E->Set topolojik fanktor, X ,£ nin bir objesi ve pel/(X), X in bir
kisitlamasi olsun (1, Set’in terminal objesi; p:1— U (X) U -kaynaginin h 1 X

baslangi¢ kaldirmasi bir kisitlamadir). Eger X , '?0 ise X p de '?0 dir. Fakat tersi genelde
dogru degildir [12, Teorem 2.6].

4. Eger U:&— Set normallestirilmis bir topolojik fanktor ise bu takdirde

'I'_0 olmasi p de 'ITO olmasini gerektirir [12, Sonug 2.9].

Teorem 4.1.6: [41] (A,K) Cauchy uzayi T_O veya T, dir ancak ve ancak A-da
herhangi iki farkli x, y noktalar1 i¢in [X]N[y] ¢ K dir.

Ispat: Herhangi iki noktali Cauchy uzay ({x,y},K) indiskredir ancak ve ancak
[X]N[y] € K oldugundan T, icin ispatt aciktir. Kabul edelim ki (A, K) 'TO(TO) olsun.
Eger bazi1 X#Y icin [X]N[y]e K ise, o zaman ozel olarak o =[(X,Y), " (X,Y),]
olarak alalm ve 7,0=[X]eK,7,0=[{X,y}]=7m,0eK,(r,,0=[y]eK) ve
Vo =[(x,Y)] olur. (A,K) T_O(TO) oldugundan wedge deki baz1 z i¢in o =[z] olup bu

da X # Yy olmasi ile ¢elisir. O halde VX # y i¢in [X]N[y] ¢ K dir.

Tersine olarak kabul edelim ki sart saglansin ve wedge deki herhangi o siizgeci i¢in

7,0, 7,0, 70,,0,(7,0) € K, ve baz1 (X, y) € A* igin Vo =[(X,Y)] veya [¢] olsun. Eger
x=y ise, V'(x,X)=(X,X) oldugundan o =[(X,X)] veya [¢] oldugu asikardir. Eger
X#Y, 0 zaman a:[(x,y)l], [(X,y)z] [¢] veya o>[(X,y),U(X,y),] olma
thtimalleri vardir. Biz o S[(X,Y),U(X,Y),] ihtimalinin mevcut olmadigini
gosterecegiz. Eger o =[(X,Y), V(X,Y),] ise, o zaman 7,0 =[{X,Yy}]< K olur ki buda
kabuliimiizle ~ gelisir. ~ Eger  [¢]#o# [(x, y), v(x, y)z] ise, o0 zaman

o D[(X,Y), YU(X,y),]dir ancak ve ancak o =[(X,Y),] veya [(X,Y),] dir. Bunu gormek
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icin eger o =[(X,Y),] veya [(X,Y),] ise o D[(X,Y), U(X,Y),] oldugu asikardir. Eger

o 2[(X, ), V(X Y),] ve [¢]# 0= [(X,y)1 u(x,y)2] ise, 0 zaman
V ={(X,¥),,(X,¥),} £ U olacak sekilde U € o vardir. o siizge¢ oldugundan V e o ve

sonu¢ olarak V nU ={(x,y),} veya {(X,Y¥),}€o dir. O halde o=[(X,y),] veya

[(X,Y),] olur. Buda (A,K) nin T,(T,) oldugunu gosterir.
Teorem 4.1.7: [41] CHY kategorisinde biitiin (A, K)objeleri T, dir.

Ispat: Eger bazi o,eK’ igin (burada K?*, A’iizerindeki carpim yapisidir)
ooi0,k=12 ve baz1 (x,y)e A’ i¢in Vo =[(x,y)] veya 4] ise, biz wedge deki
baz1 osiizgegleri igin o =[z] veya [¢] oldugunu gostermeliyiz. Yine de eger
Vo=[(xy)] veya [#] ise, o zaman a:[(x,y)l},[(x,y)z][g/ﬁ] veya

o D[(X,Y), U(X,y),]olmaya ihtimaller vardir ve Teorem 4.1.6 ‘nin ispatindan son

thtimal mevcut olmayip istedigimiz sonug¢ elde edilir. O halde, Tanim 4.1.4 geregi
(A,K) T, dir.

Uyar 4.1.8: [41] Eger (A, K)Cauchy uzay T,veya T, ise (A,K) T, dir. Ama tersi her
zaman dogru degildir. Ormegin, A={x,y}ve K ={[X],[y],[{x,y}],[¢]} ise,

[{x,y}] € K oldugundan (A,K) T, diramane T, nede T, dir.

4.2. T, Cauchy Uzaylar

Teorem 4.2.1: (B, 7) topolojik uzay olsun. (B,7) nun T, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

*

t°, B’ iizerindeki c¢arpim topolojisi olmak iizere S:B”v,B*— (B’,7") ve
V:B’v,B’ > (Bz,P(Bz)) fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen baslangi¢c topolojisi

diskre olmasidir [42].

Tanimm 4.2.2: U :E —Set bir topolojik fanktor, U (X ) =B olmak tizere, X E’nin bir

nesnesi olsun. X  nesnesinin T, olmast icin gerek ve yeter sart
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{s:B’v, B’ >U(X)=B've V:B’v, B’ > UD(B’) = B’| U~ kaynaginmn
baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir [8].
Uyar1 4.2.3:

1. Eger U : & — Set normallestirilmis bir topolojik fanktor ise bu takdirde T,, pde

T, olmasim gerektirir [12].

2. Topolojik uzaylar kategorisi Top ta T ayirma aksiyomlar1 T, topolojik uzay

kavramina indirgenir [8, 36, 23].

3. U:&— Set topolojik fanktor, X ,£ nin bir objesi ve peL{(X), X in bir
kisitlamas1 olsun (1, Set’in terminal objesi; p:1—>U (X) U -kaynaginin h 15 X

baslangic kaldirmas: bir kisitlamadir). Eger X, T, ise X p de T, dir. Fakat tersi genelde
dogru degildir [12, Teorem 2.6].

4. Eger U:&— Set normallestirilmis bir topolojik fanktor ise bu takdirde

T,olmas1 p de T, olmasmni gerektirir [12, Sonug 2.9].

Teorem 4.2.4: [41] (A,K) Cauchy uzay: T, dir ancak ve ancak A-da herhangi iki

farkl1 X, y noktalari i¢in [X][y] ¢ K dir.

Ispat: Teorem 4.1.6 dakine benzer olarak ispatlanr.

Teorem 4.2.5: [41] (A,K) Cauchy uzay: T, dir ancak ve ancak A -da herhangi iki

farkli X, y noktalari i¢in X yé K olmasidir .
43.T,, 'ITO, T, ve T, Cauchy Uzaylar Arasindaki iliskiler

Ty, 'TO , T, ve T, Cauchy Uzaylar Arasindaki Iliskiler uyar seklinde asagida verilmistir.

Uyan 4.3.1: (A,K) Cauchy uzay1 olsun.
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1) Teorem 4.1.6, Teorem 4.2.4 ten (A, K) T, dir ancak ve ancak (A, K) '?0 dir ancak

ve ancak (A,K) T, dir ancak ve ancak X deki her farkli X ve y i¢in [X][y] ¢ K dir.

i1) Teorem 4.1.6, Teorem 4.1.7, Teorem 4.2.4 ten (A,K) T,, 'ITO veya T, ise T, dir.
Ancak tersi genelde dogru degildir. Ornegin A={x,y} ve K= {[X] ,[y] ,[{x,y}] ,[¢]}

ise, [{X,y}]e K oldugundan (A,K) T, diramane T, nede T,(T,) dur.

1i1) Teorem 3.1.13, Teorem 3.2.6, Teorem 4.1.6, Teorem 4.2.4 den (A,K) T, dir ancak
ve ancak '?O dir ancak ve ancak X deki tiim p noktalari i¢in p de T, dir ancak ve ancak

A daki tiim p noktalar1 i¢in p de 'ITO dir.

1v) Teorem 4.1.6, Teorem 4.1.7, Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.5 ten (A,K) T, dir

ancak ve ancak (A, K) '?0 dir ancak ve ancak (A,K) T, dir ancak ve ancak (A,K) T,

ancak ve ancak A deki her farkli x ve y icin [X]"[y] ¢ K dir.

v) Teorem 4.1.7, Teorem 4.2.5 ten (A,K) T, ise T, dir. Ancak tersi genelde dogru

degildir. Ornegin  A={x,y} ve K={[x][y][{xy}][¢]} ise, [{X,y}]eK

oldugundan (A,K) T,/ dirama T, degildir.

Buradan asagidaki sonucu elde edebiliriz. Yani genellestirilmis ayirma aksiyomlar1 T,
'?0, T, ve T, ile p noktasinda ayirma aksiyomlar1 T, '?0, T, ve T, arasindaki iligkileri

verelim.

Uyar 4.3.2: (A,K) Cauchy uzay1 ve p e A olsun. Bos climlesi ve tek nokta iizerinde

bir tek yap1 var oldugundan U :CHY — Set normallestirilmis topolojik fanktordiir.

Buradan,

1. Teorem 3.1.13, Teorem 3.2.6, Teorem 4.1.6, Teorem 4.2.4 den (A,K) T, dir ancak
ve ancak (A,K) T_O(TO) dir ancak ve ancak A daki tiim p noktalar: i¢in p de T, dir

ancak ve ancak A daki tiim p noktalar1 i¢in p de 'TO(TO) dir.
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2. Teorem 3.1.13, Teorem 3.2.6, Teorem 4.1.6, Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.5 geregi,
(A,K) T, veya T, veya T, veya T, ise (A,K) p-de T, '?0 veya T, dir.

3. Teorem 3.1.14, Teorem 4.1.7 geregi her pe A icin (A,K) p-de T, ancak ve

ancak (A,K) T, dir.

4. Teorem 3.1.14, Teorem 4.1.6, Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.5 geregi, (A,K) p-de

T, ise (A,K) T, veya T, veya T, veya T, dur.



5. BOLUM

CAUCHY UZAYLARINDA KAPALILIK, KUVVETLI
KAPALILIK, KOMPAKTLIK VE BAGLANTILILIK

Topolojideki kompaktlik, baglantililik, kapalilik, ayirma aksiyomlar1 vb. bazi énemli
kavramlar degisik yollarla topolojik kategoriye genisletilmistir. Ornegin, 1990’da
Dikranjan ve Giuli [19] (siizge¢ yakinsak uzaylarin cesitli tipleri i¢in) ve 1996’da
Clementino, Giuli ve Tholen [48] (abstract kategoriler i¢in) bu kavramlar1 topolojik
kategoriye Dikranjan ve Giuli anlaminda [19] kapanmis operatorleri kullanilarak
genigletilmistir. Baran 1990°da [24] baslangi¢ ve bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre
objeler kullanarak, topolojik kategorilerde “kapalilik” ve “kuvvetli kapalilik”
kavramlarin1 direkt olarak tanimladi ve bu kavramlarin bazi iyi bilinen topolojik
kategorilerde Dikranjan ve Giuli anlaminda [19] kapanis operatorii olusturdugunu

gosterdi [18].

Bu boliimde Cauchy uzaylar kategorisinde bir objenin (kuvvetli) kapali, (kuvvetli) agik
objeleri karakterize edilmis ve Cauchy uzaylarin kategorisinde verilen baglantili objeler,

kompakt objeler karakterize edilmis ve birbirleri arasindaki iligkiler incelenmistir.
5.1. Cauchy Uzaylarin Kapah ve Kuvvetli Kapah Objeleri

Tamm 5.1.1: (B,7) bir topolojik uzay ve F c B olsun. Eger B\F acgiksa yani

B\F e ise F ye kapali climle denir.

Uyari 5.1.2: [45] B bir ciimle ve p e Bolsun. V,”B sonsuz wedge carpim: B nin
sayilabilir adetteki ayrik kopyalarini alinmasi ve bunlarin p noktasinda ¢akistirilmasi

ile elde edilir. B “=Bx Bx..., B nin sayilabilir kartezyen ¢arpimi olsun. A,”: V,“B —
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B~ doénisimii Ay"(x)=(p.p,...xp,...) ve V7 :V,"B—>B donisimi V7 (x)=x
seklinde tanimlanir [43]. Burada her i € | i¢in x; sonsuz wedge’in i-inci bileseninde ve
X, (P,p,--,P.X,p,...) ifadesinde i-inci yerdedir. Ayrica A’, p:1— B nin ¢oklu itme

(pushout) diyagramindan elde edilen tek doniisiim olup j. bilesende id birim doniisiimii

olmak iizere A7i; =(p,p,...id,p,...): B— B” dir.

Tanim 5.1.3: [41] A bir ciimle ve F(A) da A iizerinde siizgeglerin ciimlesi ve

K < F(A) olsun. K asagidaki aksiyomlar1 saglarsa,
1. VxeA igin [x]=[{x}]e Kve [x]={B c A;x e B}dir.

2. aeKve p2a= feK(yani f>oaeK = A iizerindeki S siizgeci i¢cin S € K)
dir.

3. a,feK veavpf meveutise an feKdir.

K’ya Cauchy yap1, (A,K) ya Cauchy uzay ve K’deki elemanlarina da Cauchy Siizgec
adi verilir. (A,K), (B,L) Cauchy uzaylar olmak fizere f : (A,K)— (B,L) Cauchy
uzaylar arasindaki morfizme Cauchy Siirekli fonskiyon (Cauchy Doniisiim) denir

< f : A— B birfonksiyon olmak iizere Va € Kigin f(«) e L dir.

Objeleri Cauchy uzaylar, morfizmalar1 Cauchy siirekli fonksiyonlar ve islem olarak da

fonksiyonlardaki bileske islemi olan kategoriye Cauchy uzaylarin kategorisi denir ve
CHY ile gosterilir.

Tanim 5.1.4: CHY kategorideki {f,:(A,K)—>(A,K,),iel} kaynag, baslangic

kaldirmadir (initial lift) & Vi e l igin f,(a) e K, iken a € K dir [37, 38, 39].

Tanmm 5.1.5: CHY kategorideki f :(A,K)— (B,L) epimorfizma bitis kaldirmadir
(final lift) ancak ve ancak her a € L i¢in K’dea,,,,...,, seklinde sonlu tane Cauchy

stizgegleri vardir dyleki Vi <nigin ¢, nin elemanlari i¢in ¢, *deki elemanlarla kesisir

i+1

ve N\f(a)) caolur [37,38,39].

i=1
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Teorem 5.1.6: [41] (B, 7) topolojik uzay1 ve p € B ve F de B ’nin bostan farkl: bir alt
climlesi olsun. q, B/F f{izerinde birim ve F yi * noktasina doniistiiren Orten
fonksiyon olmak iizere, q:(B,7) > B/F=(B\F )u{*} fonksiyonunun iirettigi final

topoloji (B/F ,7.) ile gosterilsin.

(1) 7", B” iizerindeki ¢arpim topolojisi olmak iizere, {p} nin B de kapall olmasi igin
gerek ve yeter sart {Ay™: V,”B —(B”,7") ve V;: V,"B ﬁ(B, P(B)) fonksiyonlar:

tarafindan tiretilen baslangi¢ topolojisinin diskre olmasidir.

(2) Fc B nin kapal olmasi i¢in gerek ve yeter sart {*} in (B/F,z,) de kapal

olmasidir.

(3) F < B in kuvvetli kapali olmasi igin gerek ve yeter sart (B/F,z.) in * de T,

olmasidir.

Tamm 5.1.7: [41] U : E — Set topolojik bir fanktor, ¢/ (X )=B olmak iizere X E’

nin bir nesnesi ve peB ve F, B nin bostan farkli bir alt climlesi olsun. q , B/ F

izerinde birim ve F yi {*} noktasina doniistiiren orten fonksiyon olmak iizere,

q:U(X)=B—>B/F=(B/F)u{*} epi Y- kaynagmin bitis kaldirmas1 X / F

ile gosterilir. p, B’de bir nokta olsun. Bu durumda;

1. X,p-de T, dir ancak ve ancak U - kavsaginin
{S,:Bv, B—>U(X2)=BzveVp:BvA B —->UD(B) =B} baslangi¢ kaldirmast

diskredir; Burada D Diskre fanktordiir ve U "nin sol adjointidir.

2. pnin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart

{A:f v B —>L{(X°°)= B”ve V; :viB—>UD(B)= B} U -kaynaginin baslangi¢

kaldirmasinin diskre olmasidir [46].

3. Fc X in kapali olmast i¢in gerek ve yeter sart F nin {*} goriintiisiiniin

X I F de kapali veya F =¢ olmasidir [46].
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4. F c X in kuvvetli kapali olmast i¢in gerek ve yeter sart X /F, {*}’da T,
veya F =¢ olmasidir [46].

5. B=F =¢ ise bu durumda F hem kapali hem de kuvvetli kapalidir [46].

Uyar1 5.1.8:

1. (B,7) bir topolojik uzay ve F — B olmak ilizere F in kuvvetli kapali olmasi i¢in
gerek ve yeter sart F in kapali olmasi ve her X¢ F i¢in F in X 1 ihtiva etmeyen bir
komsulugunun mevcut olmasidir [8]. Eger topolojik uzay T, ise bu takdirde kapalilik ve

kuvvetli kapalilik kavramlar1 ¢akisir [8].

2. Genelde herhangi bir topolojik kategori icin, kapalilik ve kuvvetli kapalilik
kavramlar1 birbirinden bagimsizdir [9, 17]. Hatta topolojik kategorinin nesnesi T, olsa

bile bu iki kavram birbirinden bagimsizdir [9, 17].

Baran [24, 9] de kapalilik ve kuvvetli kapalilik kavramlarini bazi iyi bilinen topolojik
kategorilerde karakterize etmis ve bu kavramlarin Dikranjan ve Giuli anlaminda [19]
kapanis operatorii olusturdugunu gostermistir [18]. Ayrica, bu kavramlar1 kullanarak,
1996’da Hausdorffluk [20], 1997°de kompaktlik [10], 1998°de normallik ve regiilerlik
[46], 2002°de 6z fonksiyon [18], 2006’da baglantililik [17] kavramlarim1 kapanig

operatorlerini kullanmadan topolojik kategoriye genisletti.

Tanim 5.1.9: § B’nin alt kiimelerinin bostan farkli sonlu birlesimleri altinda kapali ve
B ‘nin tiim sonlu bostan farkli alt kiimelerini igeren bir sinif olmak tizere (B S ) cifti
prebornolojik bir uzaydir. (B,§)— (B,,§; ) morfizmleriC € § ise f(C)e 3, olacak

sekilde tanimlanan f : B — B, fonksiyonlarindan olusan kategori PBorn denir. Bu

kategori Set lizerine topolojik kategoridir [16].

Tanimm 5.1.10: B bir ciimle, R B iizerinde tanimli yansima ve gecisme 6zelliklerini

saglayan bir baginti olmak ﬁzere(B, R)ye kismi sirali uzay denir; objeleri (B,R) lerden

olusan; (B, R) —>(B1 , Rl)morﬁzmleri tim a,beB i¢inaRb ise f (a) R f (b) olacak
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sekilde tanimlanan fonksiyonlardan olusan kategoriye ise Prord kategorisi denir. Bu

kategori Set {izerine topolojik kategoridir [14].
Onerme 5.1.11: (B,R) kismi siral1 bir uzay ve ¢ # F < B olsun. O halde

i) F, B ’nin kapal1 bir alt kiimesi olmas1 i¢in gerek ve yeter sart herhangi X € B i¢in

xRa veya bRx olacak sekilde a,b € F mevcutsa x € F dir [14].

i1) F, B ’nin kuvvetli kapali bir alt kiimesi olmas1 i¢in i¢in gerek ve yeter sart her

X € Bigin xRa veya aRX olacak sekilde a € F mevcutsa X € F dir [14].
Onerme 5.1.12: (B,§) prebornolojik bir uzay olsun. Bu durumda

i) F < B kapalidir ancak ve ancak B=F veya F =¢ dir.

1) B nin tiim alt kiimeleri kuvvetli kapalidir [9].
Uyan 5.1.13:

1. Top kategorisinde kapalilik kavrami bilinen kavramla ayni olup, F  kuvvetli
kapalidir ancak ve ancak F kapalidir ve her X¢ F i¢in F” in X’ i ihtiva etmeyen bir

komsulugu vardir [11].

2. Genelde keyfi bir topolojik kategoride kapalilik ve kuvvetli kapalilik kavramlar
birbirinden bagimsizdirlar. Ornegin B :{—1, 1} , R :{(—1, 1), (—1,—1), (1, 1)} ve
F ={1} olsun. Bu durumda (B,R) kismi sirali bir uzay ve Onerme 5.1.11° den F

kapalidir. Fakat kuvvetli kapali degildir. Diger taraftan reel sayilar kiimesi R olmak
iizere B=R, §=P(R)—{¢} olsun. Bu durumda (B,§) prebornolojik bir uzay ve
Onerme 5.1.12° den rasyonel sayilar kiimesi kuvvetli kapaldir fakat kapali degildir

[16].

Teorem 5.1.14: [41] (A,K) Cauchy uzay olsun. {p} A de kapalidir < VaeK ve

a #[plicin; AU € o vardir 6yle ki p ¢ U dir.
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Ispat: Kabul edelim ki {p} kapali olsun. Tanim 5.1.7 ve Uyar1 5.1.2 dan, VA wedge
lizerindeki herhangi o siizgeci ve V"A wedge iizerindeki herhangi z noktas: igin,
Vieligin 7;:B” — B iz-diisim fonksiyonlar olmak iizere, po=rmAjoeKve
Vio=[V,z] veya V o=[g] dir. Eger VU ea,peUicin a=[p]olacak sekilde
a € Kvarsa (A,K) Cauchy uzay oldugundan o« [ p]oz-siizgectir ve a n[p]e K dir.
a#[p]ve au[p] Oz-siizge¢c oldugundan, X# polacak sekilde A-de bir X 0Oyle ki
an[plc[{x,p}] ve [{x,p}leK. Kabul edelm ki o=[(xp,p,..)]ve
z=(p,X, P, P,...)olsun.  Acik olarak po=[x]eK, p,o=[p]eK Vi=3ig¢in
po=[pleKve V z=Xolmak iizere V o=[V z] olur. {p} kapali ve x#p

oldugundan, o =[z] olmasi bir ¢eligkidir.

Tersine olarak, kabul edelim ki sartt saglasin ve X=# pve Xi-nci olmak iizere
X =(P, Ps-rs X, P,...) Wedge de herhangi bir nokta olsun. Eger o siizge¢i Vn#1i igin
poeK, poeKve VIx=[x]olmak lizere V o=[g]veya V o=[V X]sart
saglarsa V o =[#]veya V| o =[X]oldugundan o =[g]ve baz1 ji¢in o=[X;] veya
0 D My [x Jolur. Burada x sonsuz wedge ¢arpiminj -nci bilesenidir. Bazi jigin
o =[4] veya o =[X,] oldugunu gostermeliyiz. Eger bazii # j i¢in o =[Xx,] ise (A,K)
Cauchy uzay oldugundan p[x;]=[p]eKve p;[x;]=[x]e Kolur. Eger
[l o=nlx Jve oon % ] ise, ispati bazi 1<m<nigin o=n[X ]
oldugundan aciktir (Teorem 3.2.6). Eger o = an:1[Xik] olsaydi Uyar1 5.1.2 dan
p,o =[X]N[p] e K ve kabuliimiizden p,o € K olur ki bu bir ¢eliskidir. Benzer Sekilde
eger i=i,ve i#iicin po=[x]N[p]leK olsaydi p;oc=[x]N[p]ve kabuliimiizden
p,o € K olur bur da bir geliskidir. Eger i # j =i, ve sonug olarak [X]n[p]e K olup bir
celiskidir. O halde o =[g¢] veya baz1 jigin o =[x;]olur. Eger Viigin poeKve
Vio=[glveya V,o=[p] ise (V;)'(p)=(p,p,...)oldugundan o =[¢] veya

o=[(p,P,...)]. Eger o =[¢] veya o =[X] ise, 0 zaman p,o =[¢] veya p,o =[X] olur
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ve ikisi de Kdadir ve benzer sekilde p,o=[¢]veya p,o=[p]olup ikisi K dadir.

vn=iigin V o =[#]veya [V X ]dir, burada VX = xdir. O halde {p} kapalidir.

Lemma 5.1.15. ([9], Lemma 3.3) ¢ # F — Balt ciimlesi i¢in q , B/ F iizerinde birim

ve F yi {*} noktasina doniistiiren 6rten fonksiyon olmak iizere,

q:U(X)=B—>B/F=(B/F)u{*} epi U- kaynagmn bitis kaldirmas1 X /F
ile gosterilir. o B lizerinde bir siizge¢ ve a ¢ F olacak sekilde B’de bir nokta olsun.

Bu durumda; [a]n[*]= q([a] m[F]) > (o olmasi igin gerek ve yeter sart o U[F] 6z

siizgeg (proper) ve o [a] olmasidir.

Teorem 5.1.16: [41] (A,K)eob(CHY)olsun. ¢ # F — A kapalidir < Vae A,agF

ve Va € Kigin, @ U[F] 6z-olmayan siizgectir veya o ¢ [a]dir.

Ispat: F kapalidir ancak ve ancak Tanim 5.1.7 geregi * A/F da kapalidir ancak ve
ancak Teorem 5.1.14 geregi her a € K'(Burada K’ A/ F deki K ’nmn bolim Cauchy
yapisidir) icin a #[*], * ¢ U olacak sekilde U € o vardir ancak ve ancak A/ F deki her

a#*igin, [{a,*}]¢ K'dir ancak ve ancak Lemma 5.1.15 geregi a¢ F ve o <€ Kigin

a U[F]oz-olmayan siizgectir veya a < [a]dir.
Teorem 5.1.17: [41] (A,K) e ob(CHY) olsun. ¢ # F c A kuvvetli kapalidir
& VaeA,agF ve VaeK igin, o U[F] 6z-olmayan silizgectir veya o ¢ [a] dir.

Ispat: F kuvvetli kapalidir ancak ve ancak Tamim 5.1.7 geregi X /F * de T,dir ancak

ve ancak Teorem 3.2.6 geregi her a € K' (Burada K’ A/ F deki K ’nin boliim Cauchy
yapisidir) igine #[*], *¢U olacak sekilde U € o vardir ancak ve ancak A/ F deki her

az* icin, [a]N[*]¢ K'dir ancak ve ancak VaeK icin
[a]~[*]=q([a]N[F]) Z ga dir ancak ve ancak Lemma 5.1.15 geregi, [a] Z « veya

o U[F]0z-olmayan slizgectir.

Tanim 5.1.18: &, Set topolojik kategori, X , £ *de bir obje ve F, X in bostan farkli bir

alt kiimesi olsun.
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1. F < X agiktir ancak ve ancak F nin tiimleyeni F° X te kapalidir.

2. F < X kuvvetli agiktir ancak ve ancak F nin tiimleyeni F° X te kuvvetli kapalidir

[17].

Teorem 5.1.19: [41] (A,K) € ob(CHY) olsun.

¢p#F c A (kuvvetli) agiktir < VaeF ve VaeK igin, F®=A\F olmak tizere

a U[F°]0z-olmayan siizgectir veya a  [a]dir.
Ispat: Tanim 5.1.18, Teorem 5.1.16 ve Teorem 5.1.17 geregi ispat asikardir.
5.2. Cauchy Uzayinda Baglantih, Kompakt objeler

Simdide Cauchy wuzaylar kategorisinde (kuvvetli) baglantiilik (kompaktlik)

kavramlarinin farkli gosterimlerini karakterize edecegiz.
Tamm 5.2.1 : &£, Set topolojik kategori, X , £ ’de bir obje olsun.

1. X baglantilidir ancak ve ancak X’in hem kuvvetli acik hem de kuvvetli kapali alt

climleleri sadece X ve ¢ dir [17].

2. X kuvvetli baglantilidir ancak ve ancak X’in hem acik hem de kapali alt ciimleleri

sadece X ve ¢ dir [17].

3. X D-baglantilidir ancak ve ancak X ten herhangi bir diskre objeye tanimlanan

herhangi bir doniigiim sabittir [33, 17].

Topolojik uzaylar kategorisi olan Top ta ki kuvvetli baglantililik ve D —baglantililik

genel anlamdaki baglantililik kavramina denk gelir. Eger bir X topolojik uzay1 T, ise

Tanim 5.2.1 den baglantililik ve kuvvetli baglantililik kavramlar1 denk gelir [1].

Teorem 5.2.2: [41] (A,K) € ob(CHY) olsun.

(A, K) (kuvvetli) baglantilidir ancak ve ancak herhangi ¢ # F — Aigin, asagidaki (I) ve
(IT) sart1 saglar.
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(I) K-de bir « 6z-siizgeg vardir oyleki «a U[F]oz-siizgegtir ve bazi ae FCigin

o c[a]dir.

(II) K-de bir « 6z-siizge¢ vardir Oyleki «a U[F°]6z-slizgectir ve bazi beFigin

o c[b]dir.

Ispat: Tanim 5.2.1, Teorem 5.1.16, 5.1.17 ve 5.1.19 geregi ispat asikardur.

Teorem 5.2.3: [41] (A,K) e ob(CHY) olsun.

(A,K) D - baglantilidir ancak ve ancak herhangi ¢ # F < A i¢in, Teorem 5.2.2 deki (I)

ve (II) sartlarin1 saglar.

Ispat: Kabul edelim ki (A, K) D - baglantili ama baz1 ¢ = F c A igin (I) ve (I) sartlar
saglanmasin ~ ve  (B,S) CHY de diskre yapist yani CardB>1 igin
S={[a]|aeB}uU{[¢#]} olsun. a,b e B ayrik iki nokta olsun. f :(A,K)— (B,S)ve eger
xeF ise f(x)=a ve eger xe Fise f(Xx)=Dbseklinde fi tanimlayalim. Biz f ’in
stirekli oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki ce A ve a € Kolsun. e F olsun.
Herhangi ae€Kigin aU[F°] 6z-olmayan siizgectir (kabuliimiizden), V "F°®=¢
olacak  sekilde V easegilebilir.  Biz f(a) € Syani f(a)=[¢] veya
f(a)=[f(c)]=[a](c € F oldugundan) oldugunu gostermek istiyoruz. Eger o =[¢]ise
f(a)=[¢]olur. Kabul edelim ki «a #[¢]ve W e f(a)olsun. W e f(«)oldugundan
W o f(V)olacak sekilde V e€avardir. V c F oldugundan f (V)= {a}olur ve sonug
olarak aeW ve f(a)=[a] olur. Benzer sekilde eger ¢ € F°olsa, o zaman f (a) =[¢]
veya f(a)=[b]olur. Dolayisiyla f siirekli ama sabit olmadigindan bir ¢eligki elde

edilir.

Kabul edelim ki (I) sart1 saglansin. f :(A,K)— (B,S)ve (B,S)diskre obje olacak
sekilde siirekli bir fonksiyon olsun. Eger CardB=1ise f sabit fonksiyondur.
CardB >1ve f sabit olmasin. y,ce Ave Yy=#Cvardir Oyle ki f(c)= f(y)du.
F ={c} olsun. Kabuliimiizden « U[F]=a U[Xx] 0z-slizge¢ ve «a c[Yy]olacak sekilde

a € K vardir. Cauchy  uzaymin  tanimindan an[x]eK dir. Buradan
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an[X]c a c[y]olur. an[x]eKve f stirekli fonksiyon oldugundan
f(an[x])=f(a)n f([X]) e Solur. Fakat, f(a)m (XD c[{f(y),f(c)}] ve
f(y)# f(c) oldugundan [{f(y), f(c)}]&S olur. Buradan f siirekli olmayip ¢eligkidir.

O halde f sabit olmak zorundadir.

Benzer sekilde eger (II) sart1 saglarsa ispat1 benzer sekilde yapilir. O halde Tanim 5.2.1
geregi (A,K) D - baglantilidir.

Tanmim 5.2.4: [41] U : £ —>Set bir topolojik fanktor, X , Y £’de objeler ve
f : X > Y & dabir morfizm olsun. Bu takdirde,

1. f morfizmi kapalidir ancak ve ancak X in her bir kapali alt objesinin f altindaki

goriintiisiiniin Y de kapali olmasidir.

2. f morfizmi kuvvetli kapalidir ancak ve ancak X in her bir kuvvetli kapali alt

objesinin f altindaki goriintiistiniin Y de kuvvetli kapali olmasidir.
3. X kompakttir ancak ve ancak £ daki her bir Y objesi i¢in 77, : X xY =Y

izdiistim fonksiyonunun kapali olmasidir.

4. X  kuvvetli kompakttir ancak ve ancak &daki her bir Y objesi igin

7T, X xY =Y izdiisiim fonksiyonunun kuvvetli kapali olmasidir.

Tiim topolojik uzaylarin kategorisi Top da, kapali morfizimler ve kompaktlik

kavramlar1 bilinen topolojik uzaylardaki kavramlara indirgenir.
Teorem 5.2.5: [41] CHY kategorisindeki tiim objeler (kuvvetli) kompaktir.

Ispat: Kabul edelim ki (A, K) herhangi bir Cauchy uzay1 olsun. Tanim 5.2.4 den tiim
(B,L) Cauchy uzaylari i¢in 7, :(AK)x(B,L)—>(B,L) izdisim fonksiyonunun
(kuvvetli) kapali oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki M < Ax B (kuvvetli) kapali
olsun. Gosterecegiz ki 77, (M) (kuvvetli) kapalidir. Aksini kabul edelim. Yani 7, (M)
(kuvvetli) kapali olmasin. Bu takdirde, Teorem 5.1.16 (Teorem 5.1.17) den,

agr, (M ) olacak sekilde en az bir a€ A igin au[ﬂ'z (M )] 0z slizge¢ ve o C [a]
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olacak sekilde en az bir e L vardir. o =[M]U 7, '« olarak alalim. Buradan, o 6z
siizgegtir ve en az bir xe B i¢in7z,” (a) = 7, ([a]) = [72'2‘1 (a)] = [B X {a}] c [(x,a)]
dir. [a]eK ve [x]eL oldugundan, [(a,x)]e KxL elde ederiz ki burada KxL,

AxB f{izerinde Cauchy carpim yapisidir. Fakat bu durum Teorem 5.1.16 (Teorem

5.1.17) den M < AxB (kuvvetli) kapali olmasiyla ¢elisir. Buradan 7, (M ) (kuvvetli)

kapal1 olur ki buda bize (A, K) Cauchy uzayinin (kuvvetli) kompakt olmasini verir.



6. BOLUM

SONUC VE DEGERLENDIRME

6.1. Sonug¢ ve Degerlendirme

Bu tez ¢alismamizda Cauhcy uzaylar ele alindi. ilk olarak, Cauchy uzaylarin tanimi

verilerek; objeleri Cauchy uzaylar ve morfizimleri Cauchy-déniisiimlerden olusan CHY
kategorisinin topolojik kategori oldugu gésterildi. Ugiincii boliimde p noktasinda T,
T, ve T, Cauchy uzaylar karakterize edildi ve birbirleri arasindaki iliskiler incelendi.
Dérdiincii boliimde Cauchy uzaylarda geneldeki 7,, 7, ve 7, ayrima aksiyomlari
incelendi. Ayrica p noktasindaki 7,, i=0,1 Cauchy uzaylarla genelde 7,, i=0,1

Cauchy uzaylar arasindaki iligkiler incelendi. Son olarak Besinci bolimde, Cauchy
uzaylarda kapali, kuvvetli kapali alt climleleri karakterize edildi ve bilinen kapali alt
climlelerle iligkiler incelendi. Bununla birlikte Cauchy uzaylarda baglantilili, kuvvetli
baglantili ve D —baglantili alt climlelerinin karekterizasyonu verildi ve baz1 6zellikleri

incelendi.
Ileride yapilacak calismalarda CHY kategorisinde asagidaki sorular incelenecektir.
1. Normal ve regiiler Cauchy uzaylar noktada ve genelde karakterize edilebilir mi?

2. Eger bunlar karakterize edilebilir ise bunlarla klasik olanlar arasindaki iligkiler

nelerdir?
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