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OZET

Bu proje calismasinda oncelikli olarak HIV modeli géz oniine alindi ve bu modelin kararlilik
analizi incelendi. Bu modelden elde edilen sonuglar ile Hindistan’in demografik verileri dikkate
alind1 ve simiilasyonlarla Hindistan’daki HIV vakalari ile ilgili tahmini bilgiler elde edildi.

Daha sonra HIV/AIDS epidemisi ile ilgili bir model kuruldu ve bu modelin kararlilik analizi
yapildi. Elde edilen sonuglar Tiirkiye’deki HIV/AIDS vakalari ile mukayese edildi.

Calismanin devaminda bulanik sayilar teorisi, zamanda gore gecikmeli ve kesirsel mertebeden
diferansiyel denklem teorisi iizerine odaklanildi. Buna gore, bulanik sayilar ile ilgili teorik
caligmalar yapildi, bir tiirin popiilasyonunu incelemek igin zaman goére gecikmeli lojistik
diferansiyel denklem olusturuldu ve analiz edildi ve son olarak GBM-IS i¢ ¢ekismesi kesirsel

mertebeden bir diferansiyel denklem sistemi olarak tasarlandi ve analiz edildi.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Denklemler, Fark Denklemler, Kesirsel Mertebeden

Diferansiyel Denklemler, Parcali Sabit Arglimanlar, Bulanik Sayilar.



ABSTRACT

In this Project, we have at firstly considered a HIV model and have analyzed the stability of this
one. The results were considered in view of the demographical data of India.

Then, a HIV/AIDS epidemic model was consturcted and analzed, where the data in Turkey are
used to compare the obtained results.

The work is continued by taking attention to fuzzy number theory, delay differential equation
theory and fractional order differential equation theory. Thus, theorical works in fuzzy number
has been done, while also a delay logistic differential equation of a single species has been
considered and a fractional order differential equation system of a GBM-IS interaction has been
studied.

Key Words: Differential Equations,Difference Equations, Fractional Order Differential

Equations, Piecewise Constant Argumants, Fuzzy Numbers.



1. GIRIS

Biyoloji, diger disiplinler ile mukayese edildiginde 6ziinde oldukca karmasik ve zor olaylarla
ilgilenmektedir. Bu olaylarin agiklanmaya calisilmasi asamasi ise sadece bu bilimin degil,
matematik ve tip gibi diger disiplinlerin de ilgisini ¢ekmis ve Biyo-Matematik alaninda
disiplinlerarasi ¢alismalarin olusumuna yol agmistir. Bu proje c¢alismasi, son yillarin en etkin
epidemik hastalifi olarak bilinen HIV/AIDS hastaligimin modellenmesi, analizi ve

degerlendirilmesi iizerine olacaktir.

Belirtilen hastalik siirecini incelemek, tan1 ve tedavi igin biiyiikk 6nem arz etmektedir. HIV/AIDS
hastalig1 ile ilgili modeller incelendiginde, ayrik zamanlar ya da siirekli zamanlarin dikkate
alindig1 goriilmektedir. Yapilan incelemeler, HIV epidemisi i¢in daha ¢ok siirekli zamanin
dikkate alindigimni gostermistir [1-7]. Fakat bu hastaliin bulagsmasi ve viral yapmin siireci
dikkate alindiginda, bekleme evrelere ve ayrik zaman asamalarin mevcut olmasi sebebiyle son
yillarda model kurumunda stirekli ve ayrik zamanin dikkate alindigi hibrid sistemler {izerine

odaklanilmasina yol agmistir. Proje ¢alismasinda;

1. Duyarli (hastalifa sahip olmayan) bireylerin, HIV’in erken evresinde tedavi géren
bireylerin, bu virtisiin ilerlemis sathasinda olan bireylerin ve AIDS evresinde olan
bireylerin bulundugu, dort alt popiilasyondan olusan bir hibrid sistem insa edilmis, farkl
iilkelerdeki veriler ile modelin tutarliligi gézden gegirilmistir.

2. HIV/AIDS epidemisinin viral yapisi irdelenmis ve viicudun diren¢ sistemi (immune
system) ile i¢ ¢ekismesi modellenip, teorik sonuglarla biyolojik veriler mukayese

edilmistir.

Bu konu ile ilgili ¢alismalarin devaminda hibrid denklem sistemleri disinda denklem yapilar
incelenmis ve bunlar biyolojik yapilara uyarlanmistir. Bu dogrultuda, bulanik sayilar teorisi, adi
ve kesirsel mertebeden diferansiyel denklem sistemlerine giris yapilmis, bundan sonraki

calismalara da zemin hazirlanmstir.



2. GENEL BILGILER-1

Bu kisimda HIV/AIDS epidemisi ile ilgili bilgiler verilecek ve parcali sabit argiimanli modeller
kurulup bu modellerin teorik ve niimerik ¢aligsmalar1 agiklanacaktir.

2.1. HIV/AIDS EPIiDEMIiSI VE MODELI

HIV, insanlarda bagisiklik sistemini bozan, bagisiklik sistemini bozdugu ig¢in kisiyi bazi
enfeksiyonlara kars1 zayiflatan ve AIDS hastaligina sebep olan bir viriistiir. Kisinin viicudunda
HIV viriisii olmasi, AIDS oldugu anlamina gelmez. HIV viriisiiniin viicudu hasta duruma
getirecek kadar bagisiklik sistemini zayiflatmasi uzun yillar alabilir. Ayrica, HIV bulastiktan
sonra hastalik belirtileri birkag¢ yil hatta bazen daha uzun siire (6rnegin on bes yil) sonra ortaya
cikabilir. Bu zaman siiresince HIV hastaligina sahip bir kisi AIDS hastas1 olmadan yillarca
yasayabilir. HIV, sahip oldugu cografyaya gére HIV-1 ve HIV-2 seklinde ikiye ayrilir. HIV-1 ve
HIV-2 virisleri, viral yapi, bulasma fonksiyonlari, irettikleri antikor ve hastalik belirtileri
acisindan benzerlik gosterse de, HIV-2 nin AIDS'e doniisme siireci HIV-1'e gore ¢ok daha yavas
gergeklesir. Su an diinyada en yaygin insan bagisiklik yetmezligi viriisii HIV-1'dir.

AIDS, Acquired Immune Deficiency Syndrome (Kazanilan Bagisiklik Sistemi Bozuklugu
Sendromu)’nun kisaltilmisidir. AIDS, HIV’e sahip kisilerin yakalanabilecegi, bir dizi ender
goriilen enfeksiyonlar ve kanserlerin birlesimidir. Eger, HIV’e sahip bir kisi bu hastaliklardan

birine yakalanirsa, o zaman AIDS safhasina ge¢mis olur.

Calismamizda HIV-1 hastaligi iizerinde durulmustur. HIV-1 viriisiiniin sebep oldugu
enfeksiyonla AIDS’in baslamasi arasindaki ortalama siire 10 yildir ve AIDS ile iliskili durumun
baslamasini takip eden ortalama yasam siiresi 1 yilin altindadir. HIV partikiilleri viicuda girer
girmez CD4+ T hiicrelerini, makrofajlar1 ve dentrit hiicrelerini enfekte eder. Eger bireye
kombinasyon anti-HIV veya antiretroviral ilag tedavisi gibi herhangi bir tedavi uygulanmazsa,
bir milimetre kiip kandaki CD4+ T hiicre sayis1 yaklasik 1000 civarinda iken bu say1 ¢arpici bir

bicimde 200 civarina kadar diiser. Bu ise AIDS’e gecildiginin ilk sinyallerini verir.

HIV enfeksiyonu bulasmis kisi bu viriisii yasami boyunca tasir ve bulastiricidir. Viriis stirekli
olarak iirer. Viriis iiremesinin etkileri ise ¢ok sonra belirginlesmeye baslar. Hastada belirti ve

klinik bulgular ortaya c¢iktiginda, HIV enfeksiyonunun belirti veren evresine girilmis olur.
8



Olgularin biiyiik boliimiinde insanlar viriisii aldiklar1 ve bulastirict olduklari halde uzun siire
hicbir yakinmada bulunmazlar. Bu duruma belirtisiz tasiyicilik (seropozitiflik) denir. Kisi normal
calisma ve toplumsal yasamini siirdiiriir. Ama belirtisiz de olsa bu dénemde yapilacak

laboratuvar arastirmalar1 hastada viriistin varligini kanitlayabilir.

Iste biitiin bu bilgilerin 15181 altinda matematiksel modeller ile ilgili su bilgileri verebiliriz.

HIV(AIDS) i¢in bir matematiksel model kurulacaksa iki sekilde diisiiniilebilir.

i) Birincisi bagisiklik sistemi ve onun HIV ile iliskisini tarif etmek i¢in gelistirilebilir.
Bu tarz modeller ila¢ tedavisinin etkilerinin yan1 sira gelismemis enfekte hiicrelerinin
(belirti gostermeyen), CD4 hiicrelerinin ve viriis popiilasyonunun dinamiklerini, yani

bu degiskenlerde zamanla meydana gelen degisikleri inceler.

i) Ikincisi ise HIV hastaliginin oldugu popiilasyondaki bireyler dikkate almarak
gelistirilebilir. Bu modellerde hassas bireyler, HIV viriisiine sahip (HIV pozitif) ama
bilmeyen bireyler, HIV viriisiine sahip (HIV pozitif) ve bilenler ve AIDS hastasi olan
bireylerin dinamik modelleri incelenir [1-9].

HIV(AIDS), zoonoz bir virlis olup hayvandan hayvana, hayvandan insana ve insandan insana
bulasan, mutasyon geciren ve SI (hastaliga sahip olmayan ve hastaliga sahip olan)

kategorisinde degerlendirilen bir epidemik hastaliktir.
S : Hassas bireyler
| : Hasta bireyler

[ : Hastalik bulasma orani1

ve toplam popiilasyon N=I(t)+S(t) olmak {izere; en basit haliyle SI modeli

ds
L s
2.1.1)

A1 (1)

seklinde bir sistem olarak tasarlanmistir [10].



N=I(t)+S(t) esitligi kullamhrsacil—? =—fS (t)(N -S (t)) elde edilir. (2.1.1) sisteminin ¢6ziimii

~N(N-) L Ne™

=N e V& W=y em 212)

dir. (2.1.2)’ den |imS(t)=O ve liml (t)= N bulunur. Bu sonuglardan belli bir zaman sonra

t—o0 t—0
hassas popiilasyon sinifindaki bireylerin sayisinin sifira gittigi bununla birlikte epidemik

poplilasyon sinifindaki bireylerin sayisinda artisin meydana gelecegi ve N degerine ulasacagi

beklenmektedir [11].

SI epidemisi olan HIV ile ilgili modelleme c¢aligsmalari1 analiz edildiginde bu viriisiin viicuttaki
evreleri ve gelisimi ile ilgili [10,12-14] ve insan popiilasyonunda bu hastaligin bulagsmasi ile
ilgili caligmalara [15,16] rastlanmaktadir. Bu tezde, bir popiilasyonda HIV epidemisine
rastlanmasi, bu popiilasyonda hastaligin bulasmasi ve seyri analiz edileceginden bu ve benzeri

calismalar goz oniine alinmistir [11-17].

Goz o6niine alinan HIV epidemik hastalik modellerinden biri referans [10]’da goriiliir. Burada
toplam niifus N =S +1, + 1, olmak {izere matematiksel model, asagidaki gegis asamalar1 dikkate

alinarak olusturulmustur.

Birinci denklemde;

cpSlI s . .

pSl, . |, siifindaki bireylerin hassas bireylere HIV bulagtirma orani
capSl o . .
% . 1, smifindaki bireylerin hassas bireylere HIV bulastirma orani

-d 1, : I, siifinda olup hayatin1 kaybeden birey orani
-k, 1, : hastaliklarinin ilerlemesi sonucu |, sinifindan |, sinifina gegen bireylerin orani

al,: ilag tedavisi sonucu |; sinifina dahil olan bireylerin orani

Ikinci denklemde;
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k, 1, : hastaliklarinin ilerlemesi sonucu |, sinifindan |, sinifina dahil olan birey orani

-d1,: I, smifinda olup hayatin1 kaybeden birey orani

-k, 1, : hastaliklarmin ilerlemesi sonucu |, sinifindan ayrilarak AIDS evresinde olan bireylerin
orant

-al,: ilag tedavisi sonucu |, sinifindan |, sinifina geri donen bireylerin orani

ve son olarak tiglincii denklemde ise

cBSI, capsl, ve dN _dl, dl, dS

ﬁzb(8+ll+lz)—d8— +—=+—
dt N N dt dt dt dt

olmak tizere
(L—I:I=CB%(I1+aI2)—(d+kl)I1+oclz +kyl, —(d+k, +a)l, +
cfSl,  caBSl,

b(S+1I, +1,)-dS—
(S+1,+1;)~ds— R - =0

dir.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa

dN
E:(b—d)N—kzl2

elde edilir. Bu durumda model,

%=CB%(I1+aI2)—(d+kl)I1+OLI2

dl,

T k,—(d+k,+a)l, (2.1.3)
dN

E:(b_d)N_kZIZ

seklinde olup (2.1.3) modeli, hastaliga sahip olmayan bireyler, hastaligin ilk asamasinda olan,

hastaligin ilerlemis asamasinda olan bireyler dikkate alacak sekilde tasarlanmistir. Burada amac,
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epidemik hastaliga sahip olup bunu bulastiran ve bununla birlikte bu hastaliga sahip olup da
evrenin ilk asamasinda ve ilerlemis asamasinda olan popiilasyonlarin birbirleriyle etkilesimi
sonucunda zamanla popiilasyonda meydana gelecek degisimi analiz etmektir [10]. Buna gore
(2.1.1) modelinden farkli olarak bu modelde enfeksiyona sahip olan hastalarin iki alt kategoride

dikkate alindig1 goriilmektedir.

Yukarida belirtilen (2.1.3) modeli gelistirilerek HIV’in son evresi olan AIDS in varliginin

dikkate alinmastyla baska bir model

€ _q(AShrhsh) s

dt N

%:ﬂlSIlJr(l—s)ﬂsz_(9+51+Iu)|1_h(ll 1,)

gt N N (2.1.4)
I gp,Sl

d_f:%+ell—(5g+ﬂ)|z+h(lp'2)

dA

E=51I1+52|2 —(a+u)A
seklinde diizenlenmistir [18].Bu model (2.1.3) denklem sistemine benzer diislince ile

olusturulmustur.

HIV ile ilgili modeller incelendiginde siirekli zamanin dikkate alindig1 yani; modelin diferensiyel
denklem sistemi olarak ifade edildigi goriilmiistir. Fakat HIV epidemisinin hassas birey
popiilasyonuna bulasmasi ve evreler dikkate alindiginda popiilasyonlar: etkileyen bazi faktorlerin
ayrik zamanda gerceklestigi tespit edilmistir. Bu sebeple, popiilasyonlar1 ayrik zamanda
etkileyen parametreler icin farkli bir ifade edilis diislincesi ortaya cikmis ve 1982 yilinda
Buseenberg ve Cook’un biyolojik yapilart yorumlarken pargali sabit argiimanlardan

faydalanmasi ile bu diisiince projenin ana konusu olmustur.

2.2. HIV EPIDEMISIi VE PARCALI SABIT ARGUMANLI MODELI

Bu kisimda, epidemik hastaliga sahip olmayan, hastalifa sahip olan fakat hasta oldugunu
bilmeyen, hastaliga sahip olan ve hasta oldugunu bilen bireylerin zamana gore degisimini

gosteren bir diferansiyel denklem sistemi olugturulmustur.

S : epidemik hastaliga sahip olmayan insan popiilasyonu

12



: HIV hastaligina sahip fakat bunu bilmeyen popiilasyon

: HIV hastaliga sahip ve bunu bilen insan popiilasyonu

I, : S popiilasyonunun biiyiime orani,

P, : S popiilasyonuna dahil olan yillik hassas birey orani

B,: I, popiilasyonunun, S popiilasyonuna HIV hastaligin1 bulastirma orani
B,: I, popiilasyonunun, S popiilasyonuna hastalig1 bulastirma orani

a, : S popiilasyonunun dogal sebeplerden kaynaklanan 6liim oram

olmak iizere t zamana gore S popiilasyonunun degisimini veren denklem

ds

<0 = S(05 (P =S (t) =Byt ([1]) oL, ([1])) (22.1)

seklinde yazilabilir.
r, : |, popiilasyonunun biiylime oran1 olarak

o,: |, bu popiilasyonu i¢in dogal sebeplerden kaynaklanan 6liim orani

0 . Belirli rahatsizlik belirtileri sonucu uygulanan tibbi takiplerin neticesinde |, sinifindaki

bireylerin hastaliga sahip olduklarini 6grenme oram

y: |, smifindaki bireyin |, smifindaki birey ile temasi sonrasi bu hastaliga sahip oldugunun

farkina varma orani

g, . |, siifindaki bireylerin S sinifindaki bireylere hastalig1 bulastirmalar1 sonucu S simifindaki

bireylerin HIV’e sahip olduklarinin farkina varmalari orani,

bireylerin bu epidemiye sahip olduklarinin farkina varma orani
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olmak iizere, t zamana gore |, popiilasyon sinifindaki degisimin denklemi

dl,

= (O (L ek (6)+ 8, (=) S([t]) - ([t]) - oL ([t]) + B. (1-e)S(EDL([1])  (222)
seklindedir.
r,: 1, popiilasyon sinifindaki bireylerin biiyiime orani
o, |, smifindaki bireylerin dogal sebeplerden kaynaklanan 6liim orani

olmak tizere |, popiilasyon sinifindaki degisimin denklemi

dd—lf =1,(t)r, (1— ol (1) +B,e,S([t]) + v, ([t])+ 61, ([t]) +BeeS([t]) 1y ([t])) (2.2.3)

seklindedir.

(4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) denklemleri birlikte goz Oniine alindiginda, HIV epidemisinin

matematiksel modeli; [t] te [0,%0) igin t’nin tam degeri olmak iizere

- (0)5(p, - S(1) - [1]) -k (1)
% ()1 (1ol (1) B (1 )S{[8) 1, (1]) -, (1) B, (1)), 1) (2.2.4)
d, _

B 0 (1t (0 BaS([) 41, () <00 () Bl (1)
olarak yazilabilir.

Bu kisimda, oncelikli olarak (2.2.4) diferansiyel denklem sisteminin pozitif denge noktasi elde

edilmistir. Bumodelde 1, 1,, I;, p;, 0, 0,, &, By, B,, v, 0, &, €, pozitif reel sayilar, [t]
te [0,00)icin t* nin tam degeri ve t zaman gdstermek iizere te [n,n+1) alt araliklarda (4.1.4)

sisteminin fark denklem sistemi olarak elde edilen ¢oziimleri dikkate alinmis ve elde edilen bu

¢ozlim sistemi i¢in kararlilik analizi yapmak amaciyla pozitif denge noktasi bulunmustur.

Simdi (2.2.4) denklem sistemini g6z 6niine alalim. (2.2.4) denklem sistemi, n=0,1,2,... ve

14



te [n,n+1) olmak iizere

ds

% = rl(p1 —ocls(t)—ﬁﬂl([n])_ﬁzlz ([n]))dt

|1(t) (1 ol (t)+B, (1-¢ )S([n])—ylz([n])—ell([n])ﬂ&z (1_82)5([n])|2([n]))dt (2.2.5)

|2 (t) =1 (1— OL3|2 (t)+B2828([n])+ Yll ([n])+ ell ([n])+B1815([n]) Il ([n]))dt

seklinde yazilabilir. Buradan ise

Hl[rl[p1_0‘15(m)_31|1(“)_[32|z(”)J]dm

i I, (Lot ) M)+, (1€, JS(n)=y1,-01,(n)+B, (1, |S( )Iz(n)j)dm}

(2.2.6)
{i F (=0t L, (M)+B,e,S(M)+ 71, (n)+01,(n+Be,S ))dm}
e

elde edilir. Bu durumda, eger S(0) >0, 1,(0)>0, 1,(0)>0, ise (2.2.4) diferansiyel denklem

sisteminin ¢ozlimii olan (2.2.6)’da pozitif olacaktir.

Ayrica, (2.2.4) diferansiyel denklem sistemi n <t <n+1 olmak {izere

_ S(n)Y,
S(1)= (U, —a,S(n))e ™ + a,S(n)

_ Il(n)U2
Il(t) B (Uz _Otzll(n))eirzu2 +a2|l(n)

2.2.7)

_ 1,(nN)U,
(0= (Us _a3|2(n))e—r3U3 +a,l,(n)

elde edilir. Buradan, t—n+1 i¢in
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_ S(n)U,

S(n+1)= (U, —a,S(n))e ™™ + o, S(n)
_ l,(nU,

l,(n+1) = (U, —oh(m)e ™ T o1, (n) (2.2.8)
_ I,(n)U,

()= (U3 _Otslz(n))(:'r%u3 +agl,(n)

fark denklem sistemi bulunur. Burada,
U, =p, =B, (n)=B,1,(n),
U, =1+, (1-¢,)S(n)—71,(n)—61,(n)+B, (1—¢,)S(n)1,(n)
U, =1+B,&,5(n)+7l,(n)+61,(n)+BeS(n)l, (n)
olsun. (2.2.8) sisteminin tanimh olmast igin

pl_Blll(n)_BZIZ (n)i 0
148, (1—¢,)S(n) =71, (n) -6l (n)+B, (1-¢,)S(n)1,(n) =0 (2.2.9)

1+B,e,5(n)+7v1,(n)+61,(n)+PeS(n)l (n)=0

(2.2.9) kosulunun saglanmasi gerekir. (2.2.7) sistemi belirli bir alt aralik i¢in (2.2.4) denklem
sisteminin ¢oziimiidiir. Bu sebeple (2.2.4) sisteminin ¢oziimlerinin global davranigimi incelemek
icin (2.2.8) fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin davranigi incelenmelidir. Bu durumda (2.2.8)
icin elde edilen sonuglar ayn1 zamanda (2.2.4) diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimleri i¢in
gecerli olacaktir. (2.2.8) fark denklem sisteminin kararlilik analizini yapmak i¢in Oncelikle bu
sistemin denge noktalarin1 bulmak gerekir. bu sistemin denge noktalar1 ayn1 zamanda (2.2.4)

denklem sisteminin kritik noktalaridir.
Buna gore,
Bl (n)+B,1,(n)+aS(n)=p,

1, (n)(, +0) +71,(n) =B, (1-¢,)S(n)-B, (1-¢,)S(n)1, (n) =1 (2.2.10)
a,l, —B,e,S(n)—(y+6) 1, (n)-BeS(n)l (n)=1
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denklem sisteminin ikinci ve {igiincii denklemlerinden

L, (n) (o, +0)+71,(n)—PB, (1-¢&,)S(n)-B,(1-¢,)S(n)1,(n)
= ayl, ~B,e,S(n) = (v +0)1,(n)~BeS(n)1, (n) (2211)
yazilabilir.

Esitsizlik diizenlenirse
(0t +20+7) 1 +(y =) 1, +(B,e, —(1-¢,)B, ) S+ (Bl —B, (1-¢,)1,)S=0  (2.2.12)
elde edilir. (2.2.10) sisteminin birinci denklemi

L, =pl_0‘l—s_Blll (2.2.13)

B,

seklinde yazilsin. Bu esitligin (2.2.12)’de kullanilmasiyla

((Bz(az +26+Y)_Bl(y_a3))|1+p1(y_a‘3))

+(Bz (stz B, +Blgl)_a’1 (Y_aa)"'BzBlglll B, (1_ 82)(p1 _O(‘ls_ﬁlll))sz 0

(2.2.14)

elde edilir.

Olusturulan bagintilarin [ 18]’ deki demografik verilerle tutarli olmasi i¢in asagidaki sartlarin

i) By =3B,
. o, (o —7)
i) B, <,/—3_481
i) € =¢,

iv) & #(1-¢,)
ve ilave olarak denge noktasinin pozitif olma kosullarinin
V) (1-¢,)(a, +20—2y+30,)>3(a;—)
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vi) o, >y

vii) o, >y

viii) 6>y
saglanmasi gerekir.

Bu durumda o, >y olmak iizere (2.2.14)’den

o Pu(%) (2.2.15)
B, (o, +26—2y+30,)

elde edilir.

Yine 6>y igin

(o, +20—2y+301, ) (o, (015 =)~ B3 (3—45,))
B, ((1—81)((12 +29—2y+30c3)—3(0c3 —y))

1

(2.2.16)

olmak iizere (2.2.14)’den

S:M_,_&_ 3P1(0L3_Y) LGy

o, (1-¢) o, [ocl(l—sl)(a2+29—2y+3oc3) B,(1-¢,)

J (2.2.17)

bulunur. (2.2.15)-(2.2.17) sartlar igin (2.2.14) esitligi saglanir. (2.2.15) ve (2.2.17) esitlikleri
(2.2.13)’de yerine yazilirsa

_ al(as_Y)_(3_481)Bzz + 3P1(a3_7)81
B,’ (1-¢,) B,(1-¢,)(a, +20—-2y+30,)

l

(2.2.18)

elde edilir. Boylece (2.2.8) denklem sisteminin pozitif denge noktasi,

g_P(3-4) p 3P, (o5 =) LY
o,(1-¢) o, |a,(1-g)(o,+20-2y+30;) B,(1-¢,)

T= pl((l3—'y)
"B, (o, +20-2y+30,)
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_ _ocl(oc3—y)—(3—481)[322 N 3p1(a3—y)81

" B,”(1-¢) B, (1-¢,)(c, +20 -2y +30,)

olmak iizere X = (§, Tl, Tz) ’dir.

Elde edilen pozitif denge noktasi civarinda (2.2.8) sisteminin lineerlestirilmesi igin

all }\‘ a12 a13
a, Aa,—A A, |=0 (2.2.19)
a31 a32 a33 7\’

determinant1 géz Oniine alinacaktir. Burada

3B2{ - } {3B2 (1-2,)+B,(1-¢,) Iz}{l_eirzuz} (6+a,)e ™ -0

a, = y Ay = y Ay = y Ay =
2% A, A,

Uy )
,aggzer3u3’a13:w, aszz(v+9+3[3228)(1 e*)
1 3

-nU;

e

(<v+B,(1-¢,)S)(1-e ™) . _(stz+3ﬁz (1-g,)1,)(1-e™>)
o, e Oy l

a23

seklindedir. (2.2.19)’dan, (2.2.8) sisteminin karakteristik denklemi

3
A - (an + azz + a33 ) - (aszazs + a12a21 + a31a13 - anazz - anaas - azza33)7"
(2.2.20)
- (anazzass + a3la12a23 + alsa21asz - a11aszazs - a12a21a33 - a313-13‘3‘22 ) =0

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.1 (2.2.8) fark denklem sisteminin pozitif denge noktas: X = (§, 1, Tz) olsun. Ayrica

(ot +20—2y+3a,) (o, (0t =) B3 (3~ 4.31))<
B,((1-&,)(o, +20 -2y +3a,)—3(0t; — 7)) &

(2.2.21)
(OL2 +20-2y +30L3)(ocl (1—81)((12 —v)+3og, (o, + y)—381B§ (3— 481))
3B281((1—81)(a2 +20—2y+3a,)—3(a, —y))

<

ve
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0,00
B, <\/3(1_81)(a2|1_a3|2) (2.2.22)

kosullar1 saglansin. Ustelik,

K: By’ (8, +3(1-8,)1,) + 0,00 (2.2.23)
004,00 + B0, (8, +3(1—¢, ) 1, ) +3B, %0, (3(1—2, )+ (1, )1, ) — o, (v +0+3B,,S)(—y +B, (1-¢,)S)

olsun. Eger
— 1
U, >=In(K), (2.2.24)
rl
3(— S —
1 [3Cr+Be2S) + oy <u2<lln(wj (2.2.25)
b | 3(-v+B,eS)+6 r, 0
U_3>1In v+0+30,5S+ 30, (2.2.26)
I v+0+30,¢S

saglanirsa, bu taktirde (2.2.8) sisteminin pozitif denge noktasi yerel asimptotik kararlidir.
Ispat: Teoremin ispati i¢in Schur-Cohn kriterinden faydalanilmaktadur.
Teorem 4.2.2. {S(n), L, (n),1, (n)}:j:o (2.2.8) sisteminin bir pozitif ¢dziimii olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur.
i) Eger
Pl _Blll (n)_lez (n)—oclS(n) >0
1-1,(n) (o, +0) —71, (1) + B, (1—,)S(n)+ B, (1-2,)S(N)1,(N)>0  (2.2.27)
1-ayl, +B,,S(n)+(y+6)1,(n)+BeS(n)l (n)>0
ise, bu taktirde (2.2.8) sisteminin ¢ézlimleri monoton artandir.

ii) Eger
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P,>P, Bl (n)-B,l,(n)>aS(n)

1>1+B,(1-¢,)S(n)—61,(n)—v1,(n)+B,(1-¢,)S(n)I,(n)>a,l, (n)

1>1+B,e,5(n)+(y+6) 1 (n)+BeS(n)l (n)>o,l,(n)
saglanirsa, bu taktirde

P 1 1
0< S(n)<OL—11 ,0< Il(n)<a_2 ve 0< Iz(n)<OL—3

mevcuttur.

(2.2.28)

(2.2.29)

Teorem 2.2.3 f, g ve h fonksiyonlari S(t), Il(t), Iz(t) fonksiyonlarina gore bir (1cR™ )

stirekli ve tiirevlenebilir olsun. f,g,h,k:V c (R+ )3 — < R" olmak tizere (2.2.8) sistemi

S(t+1)=F(S(t),1,(t),1,(t))
F(S(0): 1 (0,1 (1) ={ 1 (t+1) =g(S(0), 1, (£), 1. (1))
1 (t+1) =h(S(1),1,(1).1,(1))

seklinde alinsin. o, >3B,, o, >0 olacak sekilde, eger

20,

pl _Blll _lez < 3B2r1

ve

20,

1+B,(1-¢,)S(n)-v1,(n)—61,(n)+B,(1-¢,)S(n)l,(n)< 0

(2.2.30)

(2.2.31)

(2.2.32)

esitsizlikleri mevcut ise bu taktirde (2.2.30) sistemi I araliginda bir 2°1i devire sahip degildir.

X = (§,T1,T2) denge noktasinin global kararlilig1 i¢in Teorem 2.2.3’teki hipotezlere ilave olarak

asagidaki kosullar mevcut olmalidir.
i. fi AxBxC—oA

ii. g AxBxC—>B
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iii. h: AxBxC—>C

_loP] golol] colol
olmak tizere f,g h siirekli fonksiyonlar olsun. Burada A= {0’ o, )’ B= {0’ o, j’ C= {O’ o, j dur.

Sonu¢ 2.2.1 Eger Teorem 2.2.1-Teorem 2.2.3’deki kosullar saglaniyor ise, (2.2.8) sisteminin

pozitif denge noktas1 global asimptotik kararlidir.

Ornek 2.2.1: Baslangi¢ kosullar1 S(0)=10000 1,(0)=5000 1,(0)=1000 ve Hindistan’daki

yillik parametre degerleri Tablo 2.2.1°de verilmis olsun.

Parametreler Degerler

D, 2000

/4 0.00001

£ =&, 0.01

a 0.0748

a, 0.0919

a, 0.092

B, 0.171

5, 0.057

0 0.015

rl r, €[0.001,0.01]

I h=r

A r, =0.001r,
Tablo 2.2.1

Bu durumda Sekil 2.2.1, HIV epidemisinin zamana gére yayilimini veren grafigi gostermektedir.
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populasyon

Sekil 2.2.1 Hassas bireylerin (S=mavi), Hasta bireylerin (1, = yesil), Hasta fakat bunu bilmeyen

bireylerin (1, = kirmiz1) zamana gore degisimini veren grafik

NOT: Bu calisma 12. Matematik Sempozyumun’da ve 2. Uluslar arast Avrasya Matematik

Bilimleri ve Uygulamalar1 Konferansi’nda sunulmus, yayin génderme asamasindadir.

2.3. HIV/AIDS EPIDEMISI VE PARCALI SABIT ARGUMANLI MODELI

Bu kisimda Naresh’in ¢alismasi [5] gozden gecirilerek parcali sabit argiimanli bir diferansiyel

denklem sistemi tasarlanmistir. Buna gore model, asagidaki sekildedir:

( £ = SOy (py — () = By L ([t]) — BoL(ItD))
4% = L= ah(©) + Bt = S ~ ) ~ (It + Bt — eDSADLAD - 8 ID)
s, Oy (1 = L, (©) + oS + v1y (I + 01, (I + By, SAEDL (I4]) — 5,1, ([D))
l S = A®(1 - AR — pATED) + 8,1, (1] + 8,1,(1tD)
3.1)

Burada S(t) hassas popiilasyon sinifini, I; (t), HIV enfeksiyonuna sahip fakat bunu bilmeyenlerin

sinifini, I; (t), HIV enfeksiyonuna sahip ve bunu bilenlerin popiilasyon sinifin1 ve A(t) de AIDS
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hasta sayilarim1 temsil etmektedir. A;, dogal sebepleriden kaynaklanan 6liim oranina karsilik
gelmektedir. p; ise yillik hassas birey popiilasyon oramidir. I; ve I, simiflarindan B, ve f,
oraninda yillik enfeksiyon orani ile hassas birey popiilasyonunun sinifinda azlama meydana
gelecektir. r;, r, Ve rs sirastyla S, I; ve I, siniflariin popiilasyon biiyiime oranlarini ifade
etmektedir. I; sinifinda dogal sebeplerden dolay1 6liim oran1 o, iken I, smifi i¢in bu oran a3'e
karsilik gelmektedir. A simifindaki dogal 6liim orami ise o, olarak ifade edilir. Klinik
miidahalelerin olumsuz gelisim siireci ile [; ve I, smifindan §; ve §, oraninda AIDS smifina
gecis meydana gelir. I; sinifindaki bireyin hasta oldugunun farkina varmasi ile I, siifina gecis
orant O dir. I; ve I, birbirlerine hastaligi busatirma ihtimali y seklinde ifade edilirken S
siifindaki bireye [, sinifindan bireyin hastalig1 bulastirmasi ve bunun farkina varilmasi orani g;
olarak belirlenmistir. Benzer sekilde, S sinifindaki bireye I, sinifindan bireyin hastaligi
bulastirmasi orani €, dir. AIDS hastaligindan kaynaklanan 6liim orani da p olarak belirlenmistir.

(2.3.1) sistemi t € [n,n+ 1) araligindaki Bernoulli diferansiyel denklem sistemine karsilik

gelmektedir dyle ki
% - r1(p1 = Bli(n) - lez(n))s(t) = —oy1;S(1)?
% - rz(l + B1(1 — &)S(n) — yI(n) — 81 (n) + B (1 — &)S(M)I,(n) — 6111(11))11 () = —rp0,1; ()2
(2.3.2)
% - r3(1 + B2&,S(n) + yI; (n) + 61, (n) + B8, S(M)1; (n) — 8212(n))12(t) = —azr3l,(t)?2
S~ (1= pAM) + 8,1, (n) + 8,1,(M)A® = o A®D?
dir. (2.3.2) denklem sisteminin t € [n,n + 1) araligindaki ¢6zimi
( _ S(n)Uy
S(l’l + 1) N (U1—a;1S(n))-exp(-r1Us)+a;S(n)
_ I, (n)U,
) Il(n )= (Uz—azl;(n))-exp (—rpUz)+azl;(n) (2 3 3)
I (n + 1) _ I,(n)(Us) -
2 N (Us—azl;(n))-exp (-r3Us)+azl,(n)
_ A(n)(Uy)
\ An+1) = (Us—agA(n))-exp (—Uy)+asA(n)

olarak elde edilir. Burada

Uy = p; — B1l1(n) — BIx(n),
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Uy =1+ B1(1—2)S(n) —yl;(n) — 61;(n) + B,(1 — &2)S(m)I;(n) — 8;1;(n)
Us =1+ B2&;5(n) + yI1(n) + 81;(n) + B18,S(n)1; (n) — 6;1(n)

ve

U, =1—pA) + 6;1;(n) + 8,1,(n)

dir. Burada, (2.3.3) denklem sistemi i¢in

( p1 — B1li(n) — BoI,(n) # 0
{ 14 B1(1 —£)S(n) — ylz(n) — 613 (n) + B, (1 — &)S(M)I;(n) — 8,1;(n) # 0 (2.3.4)
1+ B2&,5(n) + vl (n) + 6811 (n) + B1g,S(M)I;(n) — 6;1,(n) # 0 o
1—pA() + 6;1;(n) + 8,1,(n) # 0

oldugu kabul edilecektir.

(2.3.1) denklem sisteminin ¢6ziimii ig¢in ancak t € [n,n+ 1) araliginda bir yorumda
bulunabildik. Bu denklem sisteminin ¢éztimlerinin global davranis1 hakkinda yorum yapabilmek
i¢in (2.3.3) denklem sistemi incelenilecektir. Ciinkii bu denklem sistemi birinci mertebeden bir
fark denklem sistemine karsilik gelmektedir. Bunun igin oncelikle (2.3.3) denklem sisteminin
denge noktast bulunmalidir. Bu ise ayn1 zamanda (2.3.1) denklem sisteminin kritik noktasina

karsilik gelmektedir.

Denge noktasinin tanimindan asagidaki denklem sistemi incelenilecektir:

B1l; + B2l + 4S = pq
(61 oz +0)I; +yl, =B, (1 —&)S—Bo(1—¢)SI, =1 (2.3.5)
(82 + az)l; — BoeaS — (v + 0)I; — Byg;SI; =1 h
(u + O(4)A - 8111 - 8212 = 1
(2.3.5)’den
(61 + oy +0)I; + vl —B1(1 —£1)S — B(1 —&,)SI,
= (8; + ag)l; — Be,S— (v + 0)I; — P15 S]y (2.3.6)

yazilabilir. Bu denklemin sadelestirilmesi ile

(61 + oy +20+y); + (y— 8, —az)l; + (Baex — By + B1€1)S
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+(B1&4]y — B2(1 —&2)[;)S =0 (2.3.7)

bulunur. (2.3.7)’ye

_ P1—a15-B414
I, = 5 (2.3.8)
ifadesinin yazilmasiyla
B2(81 + oz +20 +y)I; + (v — 8, — az)(p1 — 4 S — B1ly) + B2 (B2g2 — By + B1€1)S
+(BZB1€1I1 —B2(1—g)(py — S — 3111))5 =0 (2.3.9)
elde edilir. Gerekli diizenlemelerin yapilmasi ve ; = 3B,, 6; = 26,,B; < ﬁ, 56, +
el
a, + 303 +20 -2y > 6,5, + & =1, 6, + az >y kabulleri ile
_ p1(8z+az—y)
Il - 82(582+a2+3a3+26—2y)' (2.3.10)
ve
_ 2B2(1-g1)+e1ps _ 1 6p1
S - o1&9 (82 + a3 Y) (stl + a1(582+o(2+30(3+29—2y))’ (2.3l11)
bulunur. Burada
(582+(X2+3(X3+26—2Y)((X1—2822(1—81))
P> Bre1((582+0ay+3a3+20-2y)-6) ' (2.3.12)
dir. (2.3.10) ve (2.3.119’in (2.3.8)’de yerine yazilmasiyla 2 +y > §, + a3 olmak iizere
12 — al_ZBZZ(l_sl) 3p1(2_(82+0‘3_Y)) (2313)

[32281 82(582+(X2+3(X3+26—2y)

elde edilir.
Son olarak, (2.3.5)’ten
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1 8,p1(6-(82+az3—y)) 52(“1—2322(1—81))
- (n+ay) B2(58+a,+303+20-2y)(U+0ay) 62251(u+a4)

(2.3.14)

dir. Sistem (2.3.3)’tin X = (S, 1;, 1, A) denge noktas1 civarinda lineerlestirmesi ile

3 2
A° = (a1 + Az + az3)A” — (a32023 + A12021 + A31013 — A110; — A11033 — A033)4

—(a11022033 + A31012023 + Q13021033 — Q11032023 — Q12021033 — A31043022) = 0,

(2.3.15)
elde edilir 6yle ki
a;; — A az a13 0
asq Az, — /1 a23 O _
o A o |=0 (2.3.16)
0 Q42 Q43 Ay — A
ve
2 = (n+ag)exp(=Us)—p (2.3.17)
2%
dir.

Asagidaki teormelerin ispat siirecinde

81=282,62< /ﬁ,562+a2+3a3+29_2y>6, 2+y> 62+a3>y,81=3ﬁzve
—e1

€, + &4 = 1 kosullarinin mevcut oldugu kabul edilmistir.

Teorem 2.3.1. X, (2¢3¢3) denklem sisteminin denge noktasi olsun. Ayrica,

3(X3 (2—(82 +(l3 —Y))
82+(13—Y

a1 (8, (2az—ay)+0a3)

3egq(azly—azly)

> 303 > 0y, 20, +ay; >yve By, > \/ kosullar i¢in

(582+(x2+3(x3+29—2y)(a1—2622(1—51))
8281((562 +ay +3(X3+29—2Y)—6)

{(3+282 +ay —Y)(Xl—GBZZ(l—El)}(SSZ +(12+3(13+29—2Y)
3Bz£1((582+(12 +3(13+29—2Y)—6)

(2.3.18)

p1 <

oldugu kabul edilsin.
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3a3B2(3B2(1—g1)+B2e112)+ 0 B2(B2(1-€1)+3B2€111)+(0+28,) o g+, a2 65
o003 +01 (0+28,)8,+303 B2 (3B2(1—21)+B2e1 1) +azBo(B2ea+3B2e111)—ay (Y+0+3B28,S)(—y+B2£1S)

olmak {izere eger

1 6+282+0(2—3y+3[32£15 e l 6+282+a2
E ( 0+28,-3y+3B,£4S ) < U2<r2 ln( 0428, ) (2.3.19)
l 352+3(X3+Y+6+382815 e l 82+(X3
rs ln( 382+Y+e+382£15 ) < U3 < rs ln ( 82 )' (2320)
ve
U; > —In(K) (2.3.21)
1

ise, bu taktirde —y + B,&;S>0 kabulii altinda (2.3.3) denklem sisteminin pozitif denge noktasi

yerel asimptotik kararlidir.

Teorem 2.3.2. (2.3.3) denklem sisteminin bir pozitif ¢oziimii {S(n),I;(n),I,(n), A(n)}m=o
seklinde tanimlanmis olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

1) Eger

p: — B, Li(m) — B, I, (n) — 0;S(n) >0
14 B:1(1 —&)S(n) —yl;(n) — (6 + azx)l;(n) + B2 (1 — &)S(M)I;(n) — 8:1;(n) > 0
14 B2&,5(n) + yI;(n) + 611 (n) + B1&;S(M)1;(n) — (8, + a3)Ix(n) >0
1—(u+ay)A) + 6,1;(n) + 6,1,(n) > 0,

(2.3.22)

ise, bu taktirde (2.3.3) denklem sisteminin biitiin ¢dziimleri monoton artandir.

i)Eger
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p1 > p1 — B, Li(n) — B,1,(n) > a;5(n)
1>1+B,(1-¢)S() —yly(n) = 61;(n) + Bo(1 — &)S(M)I,(n) — &;1;(n) > a1, (n)
1> 1+ B,8,S(n) + vl (n) + 61, (n) + B18,S(0)I;(n) — 8,1,(n) > a3, (n)
1>1-pA) + 8,1;(n) + §,1,(n) > 0zA(n),

(2.3.23)
ise, bu durumda (2.3.3) denklem sisteminin ¢éziimleri bir {ist sinira sahiptir dyle ki
S) <2, 1,(n) <=, L(n) <=ve A(n) < —
oq oy o3 Og
dir.
Theorem 2.3.3. (2.3.3) denklem sistemi
(St+1) =S, L1, L1),A1)
L(t+ 1) =g(S@), (1), 1(8), A(D))
FEW RO L0, =1 1,0+ 1) = h(s0, 10, L0, A®) (2:320)

At + 1) = k(S@®), L(0), LD, A(®),

seklinde tanimlanmis olsun. Ayrica , f, g, h ve k fonksiyonlarin S(t), I,(t), L,(t), A(t)
fonksiyonlarina gore birinci mertebeden kismi tiirevleri mevcut olacak sekilde I < R*ve f, g,
h, k:V ¢ (R*)* - I c R* fonksiyonlar verilsin. Bu durumda,

o, > 3B,, a, > 28, +0,03 > 8, ve a, > pkabulleri igin, eger

p1 =B i =B, < 32;, (2.3.25)
14 B,(1—5)S—yl, — 01, + B, (1 — £,)SI, — 8,1, < m (2.3.26)
14 B,8,S + Iy + 01, + B1&;SI; — 8,1, < é"; (2.3.27)
ve
1—pA+ 8,1 + 8,1, < ZT (2.3.28)
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esitsizlikleri mevcut ise (2.3.24) sisteminin I’da ikili devri yoktur.

X = (S,1, 1, A) denge noktasinin global asimptotik kararli oladugunu ispatlamak i¢in

olmak tizere f, gh ve k fonksiyonlarin belirtilen doniisiimler i¢in siirekli oldugu kabul

edilmelidir.

Sonuc 2.3.1. X, (2.3.3) denklem sisteminin pozitif dennge noktas1 olsun. Ustelik Teorem 2.3.1-
Teorem 2.3.3’deki kabullerin mevcut oldugu Kabul edilsin. Bu durumda, (2.3.3) denklem

sisteminin pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Bu kisimda ayrica popiilasyonun diisiik yogunlukta olmasi halindeki HIV/AIDS hastaliginin
yayilim1 incelenilecektir. Fakat bu tiir epidemik durumlarda (2.3.1) modeli revize edilmelidir.
Bu kisimdaki bundan sonraki ¢alismalar, diisiik yogunluktaki enfeksiyon durumlar i¢in gegerli

olacaktir.

(2.3.1) denklem sistemi

1dS
( Sa ri(p; — oS — Bl — B2ly)

1 dIl
=T = (1 — (0 + 85 + Oy + By (1 — £)S — vl + B, (1 — £)S12)
e (2.3.29)
gd_tz =r3(1 — (a5 + 8,)I, + B,e,S + (y + 0)I; + B1&,SI,)
1dA
\ A = 1 ( + WA+ 8,1 + 8,1

seklinde yazilmis olsun. E; ,E,, E; ve E,'ler Allee sabitleri olmak {izere
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A
Es+A

and a(A) =

S I,
ald) =55 al) =g allz) = (2.3.30)

I
S Es+l,

Allee fonksiyonlari (2.3.1) denklem sistemine uygulansin. Bu durumda

1ds
( sa = a0®ri(pr — g S = Byly = B2ly)

=a(l)r(1 — (az +6; + 6)I; + B1(1 —&)S — vl + B, (1 — £;)SI,)

dl
éd_tz = a(Iprs(1 — (o5 + 8,)1; + B2eaS + (v + 0)1; + B1esSIy)

hdt (2.3.31)

1dA

\ A dt = a(A)(l — (0(4 + H)A + 8111 + 8212).

olmak lizere

G(Ip) = a(l)r(1 — (o + 81 + 6)1; + B4 (1 — &1)S — vl + B (1 — &,)SI)
H(Iy) = a(I)r3(1 — (a3 + 8,)1; + B2€,S + (v + 6)1; + B1;SIy)
K(A) = a(A)(1 — (ag + WA+ 6;11 + 8,15)

F(S) = a(S)ri(py — o4 S — B1l; — B2l3)
! (2.3.32)

denklem sisteminde S’ye gore F, I;’e gore G, I,'ye gore H ve A’ya gore K fonksiyonunun kismi

tirevleri alinirsa

( / _ —ayr1S2—2E;a4r1S+E4(p1—B111 —B212)Ery
F'(S) = (E1+S)?
GI(I ) _ 15 (0 +81+0)1; 2 +Eor, (1481 (1—£1)S—yI, +B2(1—£5)SI)
v (Ex+14)?
. ) (2.3.33)
H’(I ) _ 1r3(a3+82)1, +r3E3(1+B2€,S+(y+0)1; +B,£,SI4)
27— (E3+13)?
’ _ (g +P)A%+E4 (14811, +8,15)
\ K (A) N (E4+A)?

yazilabilir. Teorem 2.3.2/(1)’ye gore (2.3.33)’te G, H ve K fonksiyonlar artan iken, S fonksiyonu
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S I= (O, _E1 + \/Elz + El(p1_8111_8212)> (2.3.34)

oq

araliginda artan bir fonksiyon ve

g

Se (_El + \/E12 + El(pl_Blll—lez)'oo) (2325)

icin ise azalan fonksiyondur. Bu durumda, eger hassas birey popiilasyonu

S < —E; +\/E12 + E1(p1—B111-B212)

g

araliginda ise, Allee fonksiyonun uygulandigi bir model realistik sonuglar verirken, S’in

S >—E,; +\/E12 + E1(P1—B111—5212)'

oq

esitsizligini saglamasi anilan fonksiyonlarin 6nemini yitirebilecegi anlamini tagir.

Buna gore, (2.3.34) durumuna gore analiz yapilacaktir. (2.3.1) denklem sistemine

_S(ID _ LD _ LD
a(s([[t]]))_E1+S([[t]1)’ a(ll[[t]])_ﬁzﬂl(ut]])’ a(IZ([[t]D)_Esﬂz([[t]]) (2.3.26)

ve

_AD
a(Alth) = g5 a0 (2.3.27)
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Allee fonksiyonlari uygulansin. Burada E;,E, E; ve E,’ler Allee sabitlerine karsilik

gelmektedirler. t € [n,n+ 1) ve t = n + 1 olmak tizere n = 0,1,2,.. i¢in

([ S(n+1) = (Ul_als(n)).exp?g)lzzs(n))U1)+a1$(n)

) L(n+1) = (Uz_azll(n))-expI(l—(:z?:(211(n))uz)+“211(“) (2.3.28)
L(n+1) = (U3_a312(n))-ei;(?zifz)(n)U3)+°‘312(n)

\ An+1) = (U4_a4A(n))-:<(;)((—lkgn)U4)+a4A(n)

olmak tzere

Uy = p1 — B1li(n) — B1x(n),

Uy =1+ B1(1—¢1)S(n) —ylp(n) — 61;(n) + B(1 — &3)S()I(n) — 8;1;(n)
Us = 1+ B25,5(n) +yli(n) + 61;(n) + B1&;S()1; (n) — 8,1, (n)

ve

U, =1—pA() + 6;1;(n) + 8,1,(n)

dir. Burada (2.3.3) denklem sisteminin denge noktas: ile (2.3.28) denklem sisteminin denge
noktast ayni olup asagidaki teoremler X = (S, 13,15, A) denge noktasinin yerel ve global kararlilik

analizleri Uizerine olacaktir.

Burada, Bl = 382, 81 = 282, BZ < ﬁ,SSZ + (05)] + 3“3 + 20 — 2Y > 6, €y + & = 1 ve
el

2+vy> 06, + az >y kosullarinin mevcut oldugu kabul edilsin.

Teorem 2.3.4. X, (2.3.28) denklem sisteminin pozitif denge noktasi olsun. Ayrica,

3(13 (2—(82+0(3 —Y))
82+(x3—y

a1(8;(2az—a3)+0az)

3e1(agly—aylq)

> 303 > oy, By > J ve 26, + a, > y olmak lizere
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(582 +az+3a3 +29—2Y)(0(1—2[322(1—51)) {(3+282+a2—y)a1—6822(1—81)}(582+a2 +303+20-2Y)

6281((582+0(2+3a3+29—2y)—6) p1 < 38281((582+(X2+3(X3+29—2Y)—6)
(2.3.29)
esitsizligi mevcut olsun. Eger
1 9+252+0(2—3y+3[3281$ = 1 9+252+0(2
rza(I_l) ln ( 9+262—3Y+382£15 ) < U2<r2a(l_1) ln ( 9+282 )’ (2.3-30)
1 382+3(X3+Y+e+382815 ™ 1 62+(X3
r3a(I_2) ln ( 352+Y+e+362815 ) < U3 < rga(l_z) ln ( 82 )' (2-3.31)
7, > ﬁln(K), (2.3.32)

ise, bu durumda —y + B,&;S>0 kabulii altinda (2.3.28) denklem sisteminin pozitif denge noktasi
yerel asimptotik kararlidir. Burada

_ 3a3B2(3B2(1—g1)+B2e112)+02 B2 (B2(1—81)+3B28111)+(0+28,)a a3 +a1 028,
a0+ (0+285)8,+3a3B,(3B2(1—£1)+B2e112)+a B2 (B2e2+3B2e1 1)~y (Y+0+3B281S)(—y+B2£1S)

(2.3.33)

dir.

Sonug¢ 2.3.2. (2.3.28) denklem sisteminin pozitif denge noktas1 X olsun. Eger Teorem 2.3.4,
Teorem 2.3.1 ve Teorem 2.3.2’nin kosullari mevcut ise, bu durumda X global asimptotik

kararhdir.

Ornek 2.3.2. Bu calismada parcali sabit argiimanli bir diferansiyel denklem sistemi
olusturulmustur. Burada, dort popiilasyon sinifi ve bunlarin HIV/AIDS epidemisini bulastirmasi
esas alinmistir. Hassas birey popiilasyonu olarak tanimlanan popiilasyon daha 6nce HIV
epidemisi bulasmamis grubu temsil etmektedir. Aralik 2010°da DSO/UNAIDS’in agiklamalarina
gore giinliik yaklagik 7000 HIV hastasi rapor edilmektedir. Bunlarin 1000°I 0-14 yas cocuklara
karsilik gelirken 6000’1 15 yas iizeri bireylerdir. Yaklasik 33.3 milyon insane HIV/AIDS
epidemisine sahiptir. Asagidaki tablo Tirkiye’deki yasa gore HIV/AIDS dagilimini
gostermektedir [19].

Yas | 0- | 5- | 10- | 13- | 15- | 20- | 25- | 30- | 35- | 40- | 50- | 60+ | Bilmeyen
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Say1 |51 |16 | 6 4169 | 457 | 638 | 685|588 | 724 | 420 | 217 | 302

Toplam 4177

Tablo 2.3.2

Tiirkiye’nin niifusu yaklasik 70 586256 dir. Bunun i¢inde 15-65 yas araliginda olanlarin sayisi
yaklasik 46943690 dir. Tablo 1°’de HIV/AIDS dagilimi1 dikkate alindiginda
Bi + B, = 4B, = 8.8978944 x 107>

olup

By = 6.67341 X 107> ve [, =2.22447 x107° (2.3.34)
bulunur.
Tiirkiye’de yillik biiyiime orant r; = 0.017 olarak kayedilmistir. [20]’deki bilgiler dikkate
alindiginda 0-4 gubunda 17 birey yeni dogmus olmalidir. Bu durumda r3 = 0.004 olacaktir.
HIV hastaligina sahip oldugunu bilmeyen grubun ise r, = 0.0105 oraninda biiyiime oranina
sahip oldugu kabul edilebilir. [20]’deki bilgilere gore a; = 0.005 dir. Ayrica [21]’den p =
0.0416 ve o, = 0.9584 oldugu bilinmektedir. [5]’teki ¢alismaya gore ise & = &, = 0.5,
a0, =03=1,y=1x10"5 6 =0.2858, §; = 0.572,8, = 0.286 dir. Bu durumda

Bl=3621 81=282, B2< ’ﬁ, 552+O(2+3O(3+29—2Y>6, €2+€1=1ve
el

24+vy> 6, + az > y olmalidir. Hesaplamalardan
1686244 < p; < 2569835
oldugu elde edilir. Bu say1 46943690 ile boliindiiglinde gercek oran elde edilir. Allee fonksiyonu

E; =0.001 olmak iizere

Se (0, —E, + \/Ef + El(pl“t‘l“gzlz)) ~ (0,0.1036374) (2.3.35)

1

bulunur. Bu say1 x = 0.1036374 X 46943690 = 4865121 verir. Bu durumda Allee fonksiyon
barindiran (2.3.28) denklem sistemi kullanilmalidir.

Sekil 2.3.1 ve Sekil 2.3.2 (2.3.1) denklem sisteminde ¢oziimlerin davranisini gosterirken Sekil
2.3.3 ve Sekil 2.3.4’te Allee fonksiyonunun dahil olmasi halini vermektedir. Burada, r; €
[0.017,0.05], r, = 0.6176ry, r3 = 0.23529r;, oy = 0.005,a, = 0.9584, u = 0.0416,¢; =
£,=05 o,=0a3=1, y=1x10"° 06=0.2858, §; = 0.572,8, = 0.286 ve baslangic
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kosullar1 S(0)=1, I;(0) = 0.000082545,1,(0) = 0.0000064332,A(0) = 0.000000213 olarak

alinmistir. Allee katsayilari ise E; = E, = E3 = E, = 0.0001 dur.
Sekil 2.3.1-2.3.4’te mavi grafik S(t) hassas birey popiilasyonunu, kirmiz1 grafik hasta oldugunu
bilmeyen I, (t) smifini, yesil grafik hasta oldugunu bilen sinifi ve sar1 garfik de AIDS hasta

siifin1 gostermektedir.
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NOT: Bu ¢aligma Applied Mathematics and Computation’a gonderilmistir.
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GENEL BIiLGILER -2

Bu kisimda biyolojik yapilar ile ilgili modelleme ¢alismalarint diizenlemek ve gelistirmek igin
bulanik sayilar teorisinden ve kesirsel mertebeden diferansiyel denklem teorisinden
faydalanilmistir. Bu kisimdaki ¢alisma bundan sonraki proje ¢aligmalart i¢in zemin olusturmus
ve adi mertebeden diferansiyel denklem teorisinin biyolojik yapilar1 agiklamada yetersiz oldugu
kanaatine varilmistir. Kisim 3.1 bulanik say1 teorisi ile ilgili baz1 tanim ve teoremler yer alirken
kistm 3.2°de kesirsel mertebeden diferansiyel denklem seklinde tasarlanmis olan bir beyin

tiimdrii bliylimesi incelenmistir.

3.1. BULANIK SAYILAR

Ik olarak 1951 yilinda Steinhaus [22] tarafindan, Polonya’da yapilan bir konferansta tanitilan ve
yine aym yilda Fast [23] tarafindan gelistirilen “Istatistiksel Yakinsaklik kavrami, Toplanabilme
Teorisi [24-26], Fourier Serileri [27], Fonksiyonel Analiz [27-29], Sayilar Teorisi [30] ve son
zamanlarda ise, Olcii Teorisi [31], Optimizasyon Teorisi [32,33] ve Fonksiyon Dizileri [34] gibi
matematigin temel alanlariyla olan iligkisi nedeniyle yaklasik yarim asirdir bir ¢ok
matematik¢inin ilgilendigi énemli bir konu haline gelmistir. Ozellikle 1993 yilinda Fridy [35]
tarafindan “istatistiksel limit noktalar1” kavrami verildikten sonra 1997 yilinda Fridy ve Orhan
[36] tarafindan “istatistiksel limit supremum ve limit infimum” kavramlar1 verilerek bir cesit

yeni bir analiz kavrami ortaya konulmustur.

Bulanik sayilarin sinirlt ve yakinsak dizileri ilk olarak Matloka [37] tarafindan tanitildi. Nanda
[38] bulanik say1 dizileri uzaymnin tam metrik uzay oldugunu ispatladi. Daha sonra Nuray ve
Savas [39] bulanik sayilar icin istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizilerini
tanimladilar. Nuray [40], Savas [41] ve Kwon [42,43] istatistiksel yakinsaklik teorisindeki bazi

sonuglarin bulanik sayilar icin benzerlerini yaptilar. Aytar [44-46] bulanik sayr dizileri igin

38



istatistiksel limit noktalari, istatistiksel sinirlilik, istatistiksel monotonluk ve istatistiksel limit

supremum, istatistiksel limit infimum kavramlarini tanimladi.

Bulanik say1 dizileri i¢in A -istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli A -toplanabilme kavramlart ise,
Mursaleen [47] ve Savas [48] tarafindan tanimlandi.

Biitiin reel sayilarin ctimlesini R ile gosterelim. Herhangi bir reel sayinin a ve b gibi iki reel
say1 arasinda oldugu bilinir. Buna gore X reel sayisinin a < x <b veya x e[a,b] seklinde [a,b]

kapali sinirlt araligina dahil oldugu kabul edilir. @ ve b, araligin sinirlar1 veya bitim noktalar

olarak adlandirtlir. Bir A arahik sayisimn alt st A, dist st ise A seklinde gosterilir. Bir
aralik; kapali, agik, alttan smirsiz (soldan), iistten sinirsiz (sagdan) olabilir. R reel sayilar

ciimlesi de bir araliktir ve (—o0,00) seklinde gosterilir.
A aralik sayisi, a < x<b olacak sekildeki X reel sayilarinin ctimlesi olarak tanimlanir. Yani

a,beR icin x €[a,b] veya

dir.

Ozel olarak a=b almirsa A aralik sayisi bir reel sayiya indirgenir ki, bu da a =[a,a] gibi nokta

aralik veya tek nokta ciimlesi olarak adlandirilir. Béylece bir aralik sayist bir reel saymin (tek

nokta climlesinin) genellestirilmisidir denir.

A =[A, Z] ve B =[§,§] aralik sayilarinin aralarindaki uzaklik

d(A B)=max(|A- B/ [A-B|) (3.1.1)

seklinde tanimlanir.

Eger A ve B tek nokta araliklari ise yani A= [a, a], B= [b, b] ise bu durumda, (3.1.1) ifadesi reel

sayilar arasindaki uzakliga indirgenir. Gergekten,

d([a,a], b.b]) - max(a—b} a—b)~[a~)
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(3.1.1) den d(A, B)=d(B,A),
d(AB)=0 < A=B

oldugu soylenebilir.
Tanmm 3.1.1. Bulanik say1 X: R—)[O,l] seklinde taniml ve asagidaki sartlar1 saglayan bir
fonksiyondur;

i) X normaldir, yani X (t,)=1 olacak sekilde 3t, € R vardur.
i) X bulanik konveksdir, yani
Vt,t, e R ,0< A<1igin X(At, +(1-A)t,)>min{X(t,), X (t, )} dir.
iii) X {ist yar1 siirekli, yani Vt €[0,1] igin {x: X (x)<t} ciimlesi agik olmali.
iv) X°= {t eR: X (t) > O} climlesinin kapanigi kompakt olmali [49].

Bulanik sayilarin ciimlesi L(R) ile gosterilir .

Her reel say1 kendi karakteristik fonksiyonu ile gosterilebilir. Ayrica bulanik say1 tanimindan her
karakteristik fonksiyonun bir bulanik sayr oldugu sdylenebilir. Boylece reel sayilar climlesi
bulanik sayilar climlesinin bir alt climlesidir ve bulanik sayilar i¢in gdzlemlenen biitiin 6zellikler
reel sayilar i¢in de gegerli olacaktir. Fakat bulanik sayilar ciimlesi kismi sirali ve grup yapist

olusturmayan bir climledir.

Bulanik sayilar iizerindeki d Hausdorff metrigi de d :L(R)x L(R)—R* U{0}olmak iizere

xe-vel|

d(X,Y) = sup max“ﬁ“ -y«

ae[O,l]

seklinde tanimlanir. X“ :Ba’yaJ, X bulanik sayisinin « kesmesidir. Burada d, L(R)

tizerinde bir metriktir. (L(R), a) tam metrik uzaydir [50].
Bulanik sayilar i¢in siralama bagintisi

X <Y & Vae[01]igin X“<Y“ ve X“<Y”
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seklinde tanimlanir. Bu < bagimtisi bir kismi siralama bagintisidir. Kesin kiigiikliik bagintisi ise
X <Y &X<Y, 3ael0l] igin X“ <Y ve X“<Y“

seklindedir [51]. Eger X <Y ve Y <X bagintilarindan her ikisi de saglanmiyor ise, X ve Y

bulanik sayilar karsilagtirilamaz denir ve X FY seklinde gosterilir.

Tamim 3.1.2. Eger Ve>0 i¢in

n—o

Iim%‘ {k <n:d(X,, xO)Zg}\=o

ise, bulanik sayilarmm X =(X, ) dizisi X, bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve

st—lim X, = X, ile gosterilir [40].

Tamim 3.1.3. Eger Ve>0 i¢in

IiEn% {k <n:d(X,, Xm)Zé‘}‘=0

olacak sekilde m=m(s)e N mevcut ise, bu taktirde bulamk sayilarin X =(X, ) dizisine

istatistiksel Cauchy dizisidir denir [40].

Tamm 3.1.4. 1 =(4,) pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi, 4,,, <A, +1, 4, =1 ve X =(X,)

dizisi de bulanik sayilarimin bir dizisi olsun. 1, =[n— 4, +1,n] olmak iizere eger V>0 igin

lim - kel 1d(X,,X,)zef|=0

nN—o0 An
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ise, bulanik sayilarmm X = (X, ) dizisi X, bulanik sayisma A -istatistiksel yakinsaktir denir ve

s, —lim X, =X, ile gosterilir [47].

Tanim 3.1.5. Bir K ciimlesi i¢in

Iinm/%n|{ke l,: ke K}

limiti mevcut ise, bu limit degerine K climlesinin A -yogunlugu denir ve 0, (K) ile gosterilir.

Tamim 3.1.6. X, nin bazi indisleri i¢in A -yogunlugu O olanlar ¢ikarildiginda X, yine ayn1 p
ozelligini sagliyor ise, A-hemen hemen her k i¢in X, lar p 6zelligini saglar denir ve

.1 o grec. .o

lim /”t_| {k el X,, pozelligini Saglar}| =1

n
n

seklinde gosterilir.
<A, +1, 4 =1ve X =(X,)

Tanim 3.1.7. 1 = (/1”) pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi, A

n+1

dizisi de bulanik sayilarin bir dizisi olsun. 1, =[n— 4, +1,n] olmak iizere eger V& >0 igin
.1 o
im — | kel d(X,. X, )2e }[=0

olacak sekildle m=m(s)e N mevcut ise, bulanik sayilarm X = (X, ) dizisine A -istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Burada A,=(n) alirsak, A -istatistiksel Cauchy dizisi istatistiksel Cauchy dizisine ve

A, =@11,...) alirsak A -istatistiksel Cauchy dizisi klasik Cauchy dizisine doniisiir.
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Teorem 3.1.1. Bulanik sayilarin X = (Xk) dizisi A -istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve

yeter sart X = (X v ) dizisinin A -istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir.

Teorem 3.1.2. Bulanik sayilarin X :(Xk) dizisi X, bulanik sayisina kuvvetli A -toplanabilir

ise, X, bulanik sayisina A -istatistiksel yakinsaktir [48].

Sonu¢ 3.1.1. Bulanik sayilarm X = (X, ) dizisi bir X, bulanik sayisina kuvvetli A -toplanabilir

ise, X bulanik say1 dizisi A -istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 3.1.3. Bulanik sayilarn X = (X, ) dizisi istatistiksel Cauchy dizisi ve lim inf (4,/n)>0

ise, bulanik sayilarm X = (X, ) dizisi A -istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 3.1.4. lim %er I, :X, =Y, }|=1 olacak sekilde 3Y =(Y,) A -istatistiksel yakinsak

dizisi varsa, X = (Xk) dizisi A -istatistiksel yakinsak bir dizidir.

Tanim 3.1.8. X = (Xk) bulanik say1 dizisi verilsin. Eger
.1 . .
I|m7|{k(1)e l,:jeN}|=0
ise, (X,(;)) altdizisine A -seyrek (thin) altdizi, eger
. 1 . .
Ilmsup/1—|{k(1)e l,:jeN}|>0

ise, 4 -seyrek olmayan (nonthin) altdizi denir.

Kisalik i¢in, K ={k(j): je N} olmak {izere (Xk(j)) altdizisini (X )K ile gosterelim.
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Tanmm 3.1.9. X = (Xk) bulanik say1 dizisinin bir A bulanik sayisina klasik yakinsayan ve A -
seyrek olmayan bir altdizisi varsa, A bulanik sayisina X :(Xk) bulanik say1 dizisinin A -

istatistiksel limit noktast denir. X dizisinin A -istatistiksel limit noktalarinin ciimlesini AiX ile

gosterelim.

Tanim 3.1.10. X = (Xk) bulanik say1 dizisi ve eger Ve>0 igin
.1 —
Ilm/l—‘{k el,:d(X,.B)<ef|#0

veya

Iimsup%‘{ke l,:d(X,.B)<&f[>0

ise, B bulanik sayismma X = (Xk) bulanik say1 dizisinin A -istatistiksel yi1gilma noktas1 denir. X

dizisinin A -istatistiksel y1g1lma noktalarinin ciimlesini I'; ile gdsterelim.
Teorem 3.1.5. Bir X =(X, ) bulanik say1 dizisi i¢in A% < Ty dir.
Teorem 3.1.6. L, bir X = (Xk) dizisinin klasik limit noktalarinin ciimlesini gostermek tizere,

Iy <L, dir.

Tamm 3.1.11. X =(X, ) bulanik say1 dizisi verilsin. (X kn) monoton artan (yani X, <X, )ve

5, (K)=1 olacak sekilde K ={k, <k, <..}c I, alt ciimlesi varsa, (X, ) bulanik say1 dizisine A

-istatistiksel monoton artandir ( A -s.m.i) denir.

Benzer sekilde A -istatistiksel monoton azalanlik tanimlanabilir.
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X =(X,) bulanik say1 dizisi verilsin. (X, ) monoton azalan (yani X, <X, )ve &,(K)=1
olacak sekilde K ={k <k,<..}cl, alt cimlesi varsa, (X,) bulanik sayr dizisine A -

istatistiksel monoton azalandir ( A -s.m.d) denir.

Onerme 3.1.1. Kabul edelim ki X =(X, )e L(R) olsun.

i) Eger X=(X,) A-istatistiksel monoton artan bir dizi ise, bu durumda
1

IIm/1—|{keIn:ij<_Xk+l}|=0d1r.

i) Eger X=(X,) A-istatistiksel monoton azalan bir dizi ise, bu durumda

|im/1i|{ke I, X, 2 X1 f|=0 dur.

Tamm 3.1.12 Eger
5,({kel, 1 X, >M}Ulkel, : X, M })=0

olacak sekilde bir M bulanik sayisi varsa, X =(X, ) dizisine iistten A -istatistiksel sirlidir

denir.
Alttan A -istatistiksel sinirlilik da benzer sekilde tanimlanabilir.
Eger X = (Xk) dizisi hem alttan, hem de iistten A -istatistiksel sinirli ise, bu taktirde X = (Xk)

dizisi A -istatistiksel sinirlidir denir. Benzer sekilde bu tanimi asagidaki gibi de ifade edebiliriz:

0,(x)= L x=0 olmak lizere eZer
Yo, da. &

Iirr]nﬂ—ln‘{ke 1,:d(X,.0,)> Ajl=0

olacak sekilde A reel sayist varsa, X =(X,) dizisi A - istatistiksel stmirhdir.
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Asagidaki ayrigim teoremi A -istatistiksel sinirli bulanik sayr dizilerinin bir A -istatistiksel sifir
dizisi ve bir smurli dizi i¢eren iki pargaya ayrilabilecegini gosterir. Bunun i¢in Oncelikle A -

istatistiksel sifir dizisini tanimlayalim.

Tamim 3.1.13. Bir bulanik saymin A -istatistiksel limiti sifira esit ise, bu diziye A - istatistiksel

sifir dizisidir denir. Yani

Iirr]n%n‘{k el,:d(X,,0,)2¢f=0

ise, X = (Xk) bulanik say1 dizisine A -istatistiksel sifir dizisidir denir.

Teorem 3.1.7. Eger X =(X,) A -istatistiksel smrh bir diziyi, Y =(Yk) smirlt bir dizi ve

lim /”Li| {kel, :Z, # 01}| =0 olmak lizere X =Y + Z seklinde yazabiliriz.

n

Teorem 3.1.8. X =(X,), X, a A -istatistiksel yakinsak bir dizi ise, imY, = X,, X =Y +Z ve
Iim%HkEIn X, ¢Yk}|:0 olacak sekilde yakinsak bir Y =(Y,) dizisi ve Z=(Z,) A-

istatistiksel sifir dizisi vardir.

Teorem 3.1.9. X =(X, ) bulanik say1 dizisi X, a A -istatistiksel yakinsak olsun.
.1
I|m7| {kel,:X,<a, X,>b, abeL(R)}|=0

ise, X, bulanik sayisi, [a, b] araligindadir.

NOT: Bu kisimdaki ¢aligsmalar,farkli konferanslarda sunulmus ve dergilerde basilmistir. Bunlar,
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1. Intenational Conference: Mathematical Science and Applications adli konferansta
sunulmus ve International Journal of Mathematics and Computation dergisinde “1-
statistically monotonic and /-statistically bounded sequences of fuzzy numbers” basligi
altinda basilmustir.

2. ICAAMM 2013 isimli konferansta sunulmus ve makale seklinde hazirlaip konferansin
belirtecegi dergide basima gonderilecektir.

3. ICPAM 2013 isimli konferansta sunulmus ve “Lambda-statistical Limit Inferior and
Limit Superior for Sequences of Fuzzy Numbers” isimli makale International Journal of
Modeling and Optimization dergisinde basilmustir.

3.2. ADI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu kisimda adi mertebeden diferansiyel denklemler iizerinde durulmustur. Bu ¢aligsma igin [52-

63] referanslar1 dikkate alinmistir.

Bu calismada, zamana gore gecikmeli bir lojistik diferansiyel denklem olusturulmustur. Bu

denklem

% —r Xt a- x(t)- At - o)+ x(t—7) (3.2.1)
olmak iizere «,p bilinmeyen pozitif reel sayilar, r,yeR-{0} ve >0 de zaman gore

gecikmedir. Burada, yerel ve global kararlilik analizinde r ve y parametrelerin 6nemi {izerinde

durulacaktir. Ayrica Hopf ¢atallanmasinin varligl ve ¢atallanan periyodik ¢oziimlerin yonii tespit

edilecektir.

u(t)= x() dontistimii ile (3.2.1)
dg_gt) _ rrult)i- ault)— At —1)+ e u(t-1) (3.2.2)

seklinde yazilabilir. Bu denklemin iki kritik noktas1 vardir. Bunlar @, =0 ve r=0 olmak iizere

r+y

r(a+,8)

Uz =

dir. (3.2.2) denkleminin @, =0 noktasi civarinda lineerlestirilmesi ile
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)y eufe-1) (3.2.3)

elde edilir. Bu denklemin karakteristik denklemi ise

A-rr—ye™* =0 (3.2.4)

seklinde bulunur. Benzer @, = - (r * }:B ] kritik noktasi civarinda lineerlestirilmis denklem
a+
dﬁ—?) = —rlerly +)y(t) - #(Ard, — y)y(t 1) (3.2.5)
ve karakteristik denklem ise
A+ (o, +y)+o(pru, -yl =0 (3.2.6)
olarak edilde edilir.
r+y

Teorem 3.2.1. (3.2.1) denklemin kritik noktalar1 @, =0 ve 0, = olsun. Bu durumda

r(a+ﬁ)

asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) r< 1 olsun. Eger y =rrtan y, 0< y <z olmak lizere
T
—1\/r272 + % <y<—r
T
ise, bu durumda (3.2.1) denklemin @, =0 kritik noktasi yerel asimptotik kararhdir.

T

Vv (#(2ax + B)+ ar )tan y,0< y < wolmak lizere
+

(i) > ~Lolsun, Eger ,=—
T [24

—y<r <%+%\/((2a+,8)y+ar)2(l+tan2;()

r+y

r(a+,b’)

ise, bu durumda @, = kritik noktasi yerel asimptotik kararlidir.

Teorem 3.2.2. Eger »? <r?ise, bu taktirde @, =0 her >0 igin asimptotik kararldir.
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Teorem 3.2.3. Egerf>a Ve A=4y%(a+p) olmak iizere re(““?“/x,“““‘/KJ ise, bu
2p-a)’ 2AB-a)

durumda @, = "7 _ her >0 icin asimptotik kararlidir.
r(a +,B)
Teorem 3.2.4. Kabul edelim ki y<0 Ve r>0 olsun. Ustelik >0 icin

0<x(t)<v2r+1-x(t)<x(t—7z) kosulu mevcut olsun. Bu durumda @ =0 kritik noktasi global

asimptotik kararlidir.

Teorem 3.25. g<r< _(a+p)+2ar <—y Ve 4 _atB oldugu kabul edilsin. Ayrica, r >0 igin
2(2a+ p) 20

0<x(t)<x({t—z) olsun. Budurumda u, =7 global asimptotik kararlidr.

r(a+ﬂ)

. 1
Teorem 3.2.6. y=rrtany V€ O0<y<rolmak iizere y=-=yr’z2+ % olsun. Bu durumda
T

o, =0 kritik noktasindan bir periyodik yoriingeye Hopf ¢atallanmasi mevcuttur.

Benzer sekilde, y = —Lﬁ(y(Za +f)+ar)tan y, 0< y <z olmak lizere T,
o+

r = %+%\/((2a+ﬂ)y+ar*)2(1+tan2 ;()

y+r

kritik noktadan gegmesi @, = a7
o

noktasinin bir periodik yoriingeye Hopf catallanmasi

meydana gelir.

veR olmak iizere y=y.+v olsun. xeCigin

L,z = rzzd0)+ (yu +v)- 72d—1) (3.2.7)

ve

F(v, 1) =~ r2p (0)— parpu(0)pl-1) (3.2.8)
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yazilsin. Rietsz teoreminden ¢ [-1,0] olmak tizere bir 7(¢,v) fonksiyonu mevcuttur dyle ki

9
L= qu(@,v)y(@) for uec (3.2.9)
-1
yazilabilir. e C*([-10}R) igin
d,u_@' -1<6<0
Ah=to %0 (3.2.10)
[dn(e &), 0=0,
a
ve
0, -1<6<0
B(v)u= { Fo 10), oo, (3.2.11)

tanimlansin. Boylece, 6 e[-1,0] igin u,(6)=u(t +6) olmak iizere

u, = Alv)u, +B(v)u, (3.2.12)

yazilabilir. w e C*[-1,0] i¢in A’nin adjoint operatdrii A" tamimlansin, dyle ki

-_d‘é’(é), 0<é<1
A G =1 o < (3.2.13)
[dn(tv)ud-t) £=0
1
olsun ve bilineer i¢ ¢arpim ise
(. 1 j j (s — 0)dn(0,0)u(s)s (3.2.14)

seklinde ifade edilsin.(3.2.14)’ten
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(4".0) = | a"(s-okn(o0)uleles

—1s=0
= 5(1+ }/*ze'i% ): .

dir. Burada

— = e’ 0<@<1. (3.2.15)

bulunur. Benzer sekilde, <q*,q > =0.dir.
v=0da C, merkez manifoldu tarif etmek i¢in koordinatlar1 hesaplamaliyiz. Her bir u e Dom(A)
icin (z,s) ikiliyi z=<q*,ut> ve

s(t,0) = u,(6) - 20(0) - 23(6) = u (6) - 2Re{za(0)} (3.2.16)

olmak iizere yazariz. C, merkez manifold iizerinde s(t,0)=s(z(t),z(t),#) vardir dyle ki

2 52 3
s(z,2,0)= 520(9)%+511(0)ZZ+502(9)%+s30(€)%+... (3.2.17)

dir. Burada z ve z’ler q ve q yonlerindeki C, merkez manifoldun yerel koordinatlaridir. .

u, € C, ¢oziimler icin

<q*,ut> = <q*, Au, + But>

yazilabilir. v=0 oldugundan
Zy =(q", ) = (q%, Auy + Bu,) = iwgzs + §°(0)f(z,2)
dir. Yukaridaki diferansiyel denklem
#t)=iwyz+7q (0)f(z,2)=iwyz +9(z,2) (3.2.18)

seklinde diizenlenebilir. Bu durumda

2 52 3

0(2.2)=0"0)f (z.2)= 920%+ Oz + 902?+ 930€+--- (3.2.19)

olur. Ayrica,
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2 2

u(6)=s(t,6) + 2Re{zq(0)}= 520(0)% +5,(0)z + 502(0)% +e iz el

yazilabilir. Boylece,

= —Brefou? (0)+ Au, (O)u, (1)
elde edilir. Katsayilardan

Uy = —Zﬁrr(a + ,Be"‘”")

0y =-2Drz(a + fosay)

Opy =—2Drla + f' )

0 =-Dr 20+ 25,0) A 50)+s-1)+ 25,1 2675, 0)

(3.2.20)

(3.2.21)

yazilabilir. S,0 V& s, ler g,,’de bilinmediginden bunlar1 bulmak i¢in hesaplamalar

yapacagiz.
S=u;—qz—qz = Aw — 2Re{q"f(z,2)q} + Bu;
esitliginden ve B’nin tanimindan

As-2Re{q*f(z,z)q(9)}, -1<0<0

§=U, -2 -0z= X
‘ ns-2ReE {22+ {(27)  0=0

yazilir. (3.2.22) diizenlenirse,

2 52
K(z,2,6)= Kzo(g)%Jr Ky1(0)2z + Koz(g)% +e

olmak tizere
$(t)= As+K(z,2,0)
yazilabilir. Buradan ise
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(A—2i@y Js50(0) = —K0(0), Asy1(6) = Ky (0)....

elde edilir. Boylece,
Kzo(a)7 +Ky,(0)zz + Koz(a)7 +..+9(z,Z)g+g(z,zp=0.

dir. Bu durumda

K20(6’)= —QZOQ(Q)_ 9_02 : q(g),
K11(0)=—g1,0(6)— 9_11(_](9),
K02(9)= _902Q(9)_ g_zoq(‘g)v

bulunur. A’nin tanimindan
$20(6) = 250 + G200(0)+ 90,0 (6)
Ve
$11(0) = 91,0(0)+ 9,,0(0)

yazilabilir. q(0)=e'*’ oldugundan

320(6’)=i 920 el | j o2 o0 +Ulez"”°5
wy 3wy

ve

311(9)= | O11 ei@f | O11 oiand U,
120 20

bulunur. Boylece,
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(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)

(3.2.28)

(3.2.29)



Kao(0) = ~G20 ~ 9o - 2”(0! +fe )= —As5(0)+ 2iys0(0),

Kn(o) = _911—9711_ 2”(0‘ + ﬂcosa)o) = —A511(0)v

yazilir. (3.2.30)’dan

—iwy i, i :
igyo| LTI iy T L oy perion)
U @ By 3

iy — 7 — yuze 2

1=

Ve

—img iwy
i1 AR =Gy, AR +2re(e+ Boos ay)
@ @

u, =
? o(r+n)

elde edilir. Boylece,

i 1
Cl(o)=ﬁ[gzogn - 2‘911‘2 - g‘goz‘zj + %
o RE(0)

Re(2'(7+))

2 =2Re(cy(0))

parametreleri hesaplanabilir.

Ornek 3.2.1

(i) z=05, r= -4.71238898025, a=05, B=0.8999999, y=-6.66432399526318 Ve

(3.2.30)

(3.2.31)

(3.2.32)

(3.2.33)

x(0)=0.8001

parametreleri i¢in ilk 50 iterasyon yapildiginda (3.2.1) denklemin grafigi Sekil 3.2.1(a) ve Sekil

3.2.1(b)’de goriiliir. Burada 0, =0 kritik noktasinin bir periyodik ydriingeye Hopf ¢atallanmasi

mevcuttur.

(i) =05, r= 15707963275, «=0.0005, B=0.0003, y=-2.221441470076 Ve x(0)=0.8001,

parametreleri i¢in ilk 50 iterasyon yapildiginda (3.2.1) denklemin grafigi Sekil 3.2.2(a) ve Sekil

3.2.2 (b)’de goriiliir. Burada T, kritik noktasinin bir periyodik yoriingeye Hopf catallanmasi

mevcuttur.
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Ornek 3.2.1/(i)’de belirtilen parametreler igin C,(0)=-0.64676—0.49156i, u, =-5.3852 Ve
B, =-1.29352 elde edilir. Bu durumda, Hopf catallanmasi subkritiktir ve catallanan periodik

¢Oztimler kararlidir.

Benzer sekilde, Ornek 3.2.1/(ii)’deki parametre degerleri icin C,(0)=0.00018155—0.00055611i ,
1, =0.00059634 ve B, =0.0003631elde edilir. Buna goére, Hopf catallanmas1 superkritiktir ve

catallanan periyodik ¢oziimler kararsizdir.
NOT: Bu c¢alisma ICPAM 2013 isimli konferansta sunulmus ve International Journal of

Modeling and Optimization dergisinde “Hopf bifurcation and stability analysis for a delayed

logistic equation” bashgi ile basilmistir.
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4.GEREKCE VE YONTEM

Bu proje ¢alismasinda oncelikle, biyolojik yapilar icerisinden HIV/AIDS epidemik hastaligi
incelenmis ve hastalik i¢in iki model kurulmustur (Béliim 2). ilk adimda HIV hastaligina
sahip olmayan, bu hastaliga sahip olup da bilmeyen ve hastalia sahip oldugunu bilen bir
popiilasyon modeli tasarlanmistir. Insanlarin bu hastalig: birbirlerine bulastirmalar ve ilag
tedavisi siireci ayrik zaman diliminde gerceklesen bir olay iken insanlar ortiisen jenerasyonlar
olduklarindan siirekli zaman da dikkate alinmaliydi. Bu sebeple bu model i¢in pargali sabit
arglimanl bir diferansiyel denklem sistemi olusturulmus ve pozitif denge noktasinin kararlilik
analizi incelenmistir. Hindistan’da bilingsizce bu hastaligin insanlara bulastirilmasi
diistiniildiiglinde bu model i¢in Hindistan’daki demografik veriler dikkate alinmis ve bu
epidemi hastaligin yayiliminda etkin parametreler tespit edilmistir. Bu kisimdaki ikinci
modelde ise hastaliga sahip olmayan, HIV’e sahip olup da bilmeyen, HIV epidemisine sahip
olan ve AIDS hastalar1 olmak {izere dort popiilasyon sinifi incelenmistir. Bu model de yine
parcali sabit arglimanli diferansiyel denklem sistemi olusturulmustur. Bu modelde
Tiirkiye’deki HIV/AIDS hastalar1 dikkate alinmistir. Tiirkiye’de HIV/AIDS hastalarinin az
olmasi sebebiyle modele Allee fonksiyonu dahil edilmis ve Allee etkili bir dinamik sistem
incelenmistir.

Calismalardan birincisi uluslar aras1 bir yayina gondermek i¢in hazirlanirken, ikincisi Applied

Mathematics and Computation’a gonderilmis ve degerlendirme asamasindadir.

Amacimiz biyolojik olaylart modelleyebilecek matematiksel araglari analiz etmek ve
modelini kurmak oldugundan calismamizin bundan sonraki arastirmalart ileriki proje
calismalarimiz i¢in zemin olusturmustur. Bilindigi ilizere bulanik sayilar teorisi Once
miihendislik alanini ilgilendiren bir alan iken giiniimiizde biyolojik vakalari da analiz etmekte
kullanilan 6nemli bir sahadir. Bu sebeple, bulanik sayilar teorisi iizerine ¢aligsmalar yapilmis
ve bu calismalar1 biyolojik yapilara uyarlayabilecek analizlerde bulunulmustur. Raporun
liclinci boliimiiniin birinci kisminda yer alan bu calismada heniiz teorik analizlerde
bulunulmus, fakat biyolojik yapilara uyarlanacak zemin de kurulmustur. Bu ¢alismalar ¢esitli
konferanslarda sunulmus ve biri basilmak {iizere iki yayin da uluslar arasi dergilere

gonderilmek tlizere hazirlanmistir.
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Raporun ti¢iincii boliimiiniin ikinci kisminda zamana gore gecikmeli ve tek tiiriin popiilasyonu
icin gecerli olan bir model tasarlanmis ve analiz edilmistir. Belirli bir zaman siralamasinin
gercekei problemler olmasi sebebiyle (6rnegin hastalik tespit edilir ve ardindan ilag kullanilir)
bu ¢alismada zamana gore gecikmeli bir model analiz edilmis, bu calisma uluslararasi bir

konferansta sunulmus ve bir dergide basilmistir.

5.BULGULAR

Proje siiresi boyunca yapilan analizler sonucu elde edilen bulgular asagida maddeler halinde

listelenmistir.

1. Parcali sabit argiimanli diferansiyel denklem sistemi seklinde olusturulan HIV modeli
analiz edilmis ve Hindistan’daki demografik veriler kullanilarak simiilasyonlar yapilmistir.
[5]’deki calismada, Hindistan’daki bilingsizce HIV bulastirmanin devam etmesi halinde 75 yil
sonra halkin yarisinin HIV hastas1 olabilecegi iddia edilmisti. Benzer bir grafik yapisi
olusturulan bu modelin simiilasyonunda rastlanilmistir. Bu durumda, HIV hasta sayis1 ¢ok

olan iilkeler i¢in uygun bir model tasarlanmistir.

2. Bu calismada ikinci adim olarak HIV/AIDS epidemisinin modeli par¢ali sabit argiimanli
bir diferansiyel denklem sistemi seklinde olusturulmus, ancak HIV/AIDS hastasinin yaygin
olmadig: iilkeler i¢in analiz yapilmistir. Bu sebeple Tiirkiye’deki hasta verileri incelenmistir

ve modele Allee fonksiyonunun uyarlanmasi ile model analiz edilmistir.

3. Bulanik sayilar teorisinin biyolojik yapilar1 agiklamada kullanilmasi, bulanik sayilar teorisi
ile ilgili teorik calismalar yapilmis ve uluslar arasi camiada calismaya ilgi duyulmasi elde
edilen teorik ¢alismalar1 biyolojik vakalara uyarlamay1 gerektirmistir. Bu sebeple, bundan
sonraki proje calismalarinda bulanik sayilar teorisi ve epidemik hastaliklar {izerine durulmasi

planlanmistir.
4.Bu proje ¢alismasinda zaman gore gecikmeli ve tek bir tiiriin popiilasyonunu kapsayan bir

model tasarlanmis ve bu modelin kararlilik analizi yapilmistir. Ayrica, Hopf catallanmasi ve

yorilinge analizi lizerine durulmustur. Bu ¢alisma uluslar aras1 alanda sunulmustur.
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5.Her ne kadar adi diferansiyel denklem teorisi ile biyolojik yapilar analiz edilip
modellenmeye c¢aligildiysa da kesirsel mertebeden diferansiyel denklem teorisinin adi
diferansiyel denklem teorisine gore biyolojik yapilar1 analiz etmede onemli avantajlara sahip
oldugu bilinmektedir. Bu sebeple ICAAMM 2013 de sunulmak iizere bir GBM-immune
sisteminden olusan i¢ ¢ekisme modeli kesirsel mertebeden diferansiyel denklem sistemi
seklinde tasarlanmis ve analiz edilmistir. Bu ¢alisma, uluslararasi ortamda yogun ilgi gormiis

ve uluslararasi bir dergide basilmak iizere gonderilmistir.

6. TARTISMA VE SONUC

Bu proje ¢alismasinda, HIV/AIDS epidemisi ile ilgili parcali sabit argiimanli ¢aligmalar
yapilacagi ve bununla birlikte farkli model ¢aligsmalar1 da yapilacag: belirtilmistir. Grubun
titiz, ilgili ve diizenli ¢aligmalar1 neticesinde proje takviminde belirtilen siireden daha erken
stirede hedeflere ulagildig1 gortilmiistiir. Problemlerin gruplar arasinda paylasilmasi ve diizenli
toplantilarin yapilmast sonucunda HIV/AIDS epidemisi ile ilgili iki ¢alisma yapilmis ve
demografik verilerle uyumlulugu analiz edilmistir. Bu calismalar ulusal ve uluslar arasi
ortamlarda paylasilmis ve biri yaym olarak gonderilmis digeri ise yazim asamasinda olup
gonderilecektir.

Bundan sonraki proje siiresinde farkli model kurma arayisi igine girilmistir. Bu galismalarda,
bulanik say1 teorisi, zaman gore gecikmeli diferansiyel denklem teorisi ve kesirsel mertebeden
diferansiyel denklem teorisi iizerine durulmustur. Her bir ¢aligma uluslar arasi ortamda
sunulmus ve bununla birlikte ya ¢alisma yaym olarak basilmistir ya da basilmak iizere
hazirlik asamasindadir. Elde edilen sonuglar neticesinde modelleme ¢aligsmalar1 iki farkli
kategoride bundan sonraki proje ¢alismalarinda incelenmesine karar verilmistir. Bunlardan
biri bulanik sayilar teorisi iken digeri de kesirsel mertebeden diferansiyel denklemler teorisi

olmustur.
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