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SI EPIDEMIK HASTALIKLARIN MATEMATIKSEL MODELI VE
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OZET

Bu tez calismasinda oncelikli olarak diferansiyel denklem sistemi seklinde tasarlanmis
olan HIV modeli g6z oniine alind1 ve bu modelin kararlilik analizi incelendi.

Daha sonra bu modelden elde edilen sonuclar ile Hindistan’in demografik verileri
dikkate alind1 ve simiilasyonlarla Hindistan’daki HIV vakalari ile ilgili tahmini bilgiler
elde edildi.

Son olarak ayni model bir hibrit sistem seklinde yeniden tasarlandi ve bu modelin
kararlilik analizi incelendi. Bu modelden elde edilen sonuglarla ayn1 demografik veriler
incelendi ve HIV’in zaman icerisindeki yayilimi gbzden gecirildi.

Bu calismada karsilagilan fark denklem ve diferansiyel denklem sistemlerinin kararlilik
analizini yapabilmek icin Lineerlestirilmis Kararlilik Teoremi, Schur-Cohn Kriteri,

Hurwitz Kriteri kullanild1 ve uygun Lyapunov fonksiyonlardan yararlanildi.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemler, diferansiyel denklemler, par¢ali-siirekli

argiimanlar, yerel ve global kararlilik, epidemik modeller
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MATHEMATICAL MODEL OF SI EPIDEMIC DISEASES AND THE
STABILITY ANALYSIS
Fatma PEKER
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M.Sc. Thesis, July 2013
Supervisor: Asisst. Prof. Dr. Fatma BOZKURT

ABSTRACT

Firstly, in this thesis a HIV model is considered that is constructed as a differential
equation system and the stability analysis of this model is shown. Thereafter, theoretical
results of this model and data of the demography in India are considered to see the
spread of the HIV event in India using numerical simulations.

At last, the mentioned model is reconsidered as a hybrid system, where for the new
model the stability analysis is studied. Results of this hybrid model are considered with
the same data of HIV in India to see the spread of HIV over time.

In this thesis, for the stability analysis of difference and differential equations systems
the linearized stability analysis, Schur-Cohn criteria, Hurwitz criteria and appropriate

Lyapunov functions are exploited.

Keywords: Difference equations, differantial equations, piecewise constant

arguments, local and global stability, epidemic models
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SEMBOLLER LiSTESI

Anlam

: Popiilasyondaki hassas bireylerin sayisi

: Popiilasyondaki enfekte bireylerin sayisi

: Popiilasyondaki toplam birey sayisi

: Popiilasyondaki AIDS hastasi bireylerin sayisi

: Hastaliktan kaynaklanan 6liim ihtimali

: Popiilasyondaki bireylerin hastaliga duyarli olma ihtimali
: Popiilasyondaki bagisiklik kazanmis bireyler

: Hassas bireylere hastalik bulagsma orani

: Salgin hastalik disindaki diger hastaliklardan kaynaklanan

oliim orani

: Enfeksiyon giicii

: Popiilasyondaki hasta bireylerin enfeksiyon sonrasinda

hayatta kalma ihtimali

: x fonksiyonunun t degiskenine gore tiirevi

: (3.1.5) Denklem sisteminin kritik noktasi

: (4.1.4) Denklem sisteminin denge noktasi

: Hastaliga sahip oldugunu bilmeyen ve heniiz tedavi

gormeyen hastalarin sayisi

: Bir bireyin cinsel olarak aktif yagsaminin ortalama

uzunlugu

: U popiilasyon sinifindan AIDS popiilasyon sinifina gegen

bireylerin orani

: I popiilasyon sinifindan AIDS sinifina gecenlerin orani

: Hassas popiilasyon siifindan U popiilasyonuna gegcen

bireylerin sayisi

: U sinifindan I sinifina gegis sayisi
: I sinifindaki bireylerin iyilesme orani

: Dogum oram

iX
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B
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: Dogal 6liim orani

: I, popiilasyonunun hastalik bulagtirma sayisi
: I, stmifindan I, sinifina gecen bireylerin orani
: I, simifindan AIDS sinifina gecen bireylerin orani

: Basarili ila¢ tedavisi sonucu L, sinifindan I, sinifina gecen

bireylerin orani

: I, ssmfindaki bir hastanin hassas popiilasyon siifina

hastalig1 bulastirma orani

: Hasta oldugunu bilmeyen HIV pozitif bireylerin sayisi
: Hasta oldugunu bilen HIV pozitif bireylerin sayisi
: Tiiberkiiloz hastas1 bireylerin sayisi

: Tiberkiiloza sahip olan ya da olmayan HIV hastalarinin

sayist

: I, popiilasyonunun hastalig1 bulastirma orani

: I, popiilasyonunun hastalig1 bulastirma orani

: Tiberkiiloz hastalarina HIV viriisiiniin bulagsma orani
: I, stmfindaki bireylerin AIDS sinifina gegme orani

: I, simifindaki bireylerin hastaliga sahip olduklarini

O0grenme orani

: I, sinifindan AIDS siifina gegis orani

: Kendilerine HIV viriisiiniin bulastiginin farkinda olmayan

hassas bireylerin orani

: HIV’e sahip oldugunun farkinda olan hassas birey orani

: I, ssmfindan AIDS sinifina gegis orani

: I, simifindaki bireylerin I, stmifindaki bireylerle etkilesimi

sonucu I, sinifindaki bireylerden hastaliklarinin farkina

varanlarin orani

: Hassas popiilasyonun biiyiime orani
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: I, popiilasyonunun biiyiime orani

: Hassas popiilasyona dahil olan yillik hassas birey orani

: Hassas popiilasyonun dogal sebeplerden kaynaklanan
Olim orani

: I, popiilasyonunun dogal sebeplerden kaynaklanan 6liim
orant

: I, simifindaki bireylerin I, stmifindaki bireylerle etkilesimi
sonucu I, sinifindaki bireylerden hastaliklarinin farkina

varanlarin orani

: I, simifindaki bireylerin S sinifindaki bireylere hastalik

bulastirmalar1 sonucu S sinifindaki bireylerden HIV’ e

sahip olduklarinin farkinada olanlarin orani

: I, ssmmfindaki bireylerin S sinifindaki bireylere hastalik

bulastirmalar1 sonucu S sinifindaki bireylerin HIV’e sahip

olduklarinin farkina varmalar1 orani

: I, popiilasyonunun biiyiime orani

: I, popiilasyonunun dogal sebeplerden kaynaklanan 6liim

orani
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1. BOLUM
GIRIS
12 Ocak 1492’de Christopher Colombus’un Amerika’y1 kesfiyle buraya yerlesen
Avrupalilar kendileriyle birlikte getirdikleri bogmaca, kabakulak, kuspalazi, kizamik,
grip, tifo, c¢icek gibi hastaliklart Amerika’nin yerli halki olan Kizilderililere de
bulagstirmiglar ve bu hastaliklar Kizilderililerin 6liimlerinin temel sebebi olmustur. O
tarihlerde Avrupalilar, Amerikalilardan cok once farkli tipte enfeksiyon hastaliklariyla
tanismis ve bunlara karst bagisiklik kazanmig iken, Amerikalilar hemen hemen higbir
hastalikla karsilasmamuslardi. Ornegin; cicek hastaligi Amerika topluluklarinda
Avrupalilarin gociiyle kendini gostermistir.1520 yilinda Meksika kizilderili kabilesinin
yarisi ¢icek hastaligina yenik diismiistiir. Yine 1527 yil1 icerisinde Inka popiilasyonunun
yizde ellisi bu hastaliktan Olmiistiir. Bu durum farkli cografyalarda yasayan farkli
topluluklarin diren¢ sisteminin aym1 hastalia karst benzer tepki vermeyecegini

gostermektedir [1].

Giiniimiiziin 6nemli bir epidemik hastalig1 ise AIDS’tir. AIDS, zoonoz bir hastalik olup
zoonoz hastaliklar, insanlarin ve hayvanlarin birbirine bulastirabildikleri bir hastalik
olarak tanimlanmaktadir. Genetik olarak HIV'e cok benzer bir viriis, Bat1 Afrika'da
ekvatora yakin bolgelerde yasayan sempanzelerde goriilmiistiir. Maymun bagisiklik
yetmezligi viriisii (SIV) olarak adlandirilan bu viriisiin, sempanzelerde hastalifa neden
olmadig1 bilinmektedir. Bu bolgelerde maymun etini besin olarak tiiketen topluluklarin
SIV viriisiine sahip maymunlar1 da tilketmesiyle bu hastaligin insanlara bulastig1 ve
mutasyona ugrayarak HIV hastaligina doniistiigii diisiiniilmektedir. HIV ile ilgili
yapilan c¢alismalar sonucu, bu viriis kendi i¢inde HIV-1 ve HIV-2 seklinde



siniflandirlmistir. Afrika yesil maymunlarinda goriilen ve SIV' in farkli bir ¢esidi olan
viriis, HIV-2 olarak tanimlanmistir. Bu hastalik Bat1 Afrika bolgesinde goriilmektedir.
Amerika ve Avrupa’da rastlanan HIV hastalig1 ise HIV-1 olarak tanimlanmaktadir. Bu
hastaliga sahip olan bireylerin bagisiklik sisteminin HIV-2’ ye sahip olanlara gére daha
erken coktiigii belirtilmektedir. Bu sebeple, epidemik hastaliklar incelenirken daha
oncede bahsedildigi {izere hastaligin goriildiigii bolge de dikkate alinmas1 gerekmektedir

[30].

Daniel Bernoulli’nin 1760 yilinda cicek hastaligin1 incelemek icin olusturdugu
matematiksel model ile ilgili caligmasindan sonra enfeksiyon hastaliklar: i¢in yapilan
matematiksel modellemelerin sayisinda artts meydana gelmistir. Ronald Ross,
Anderson Gray McKendric ise epidemiyolojide matematiksel modeller tasarlayan diger

onciilerdendir [1]. Ismi gecen bilim adamlarinin ¢alismalarinda
a) Kac kisi bu hastaliga sahip?
b) Bu insanlarin yasadigi cografi bolge neresi?
¢) Yeni gelisen vaka sayis1 kag tane?
d) Bu hastalik nasil kontrol altina alinabilir?

e) Bu hastalik hangi bolgelerde goriilmekte ve bulastirma siirecinde farkliliklar var

mi1?

seklinde ki sorularin 6nemine vurgu yapilmaktadir [1]. Bu sorulara cevap verecek
sekilde tasarlanan modeller, deney yapilmasini giigclestiren pek ¢ok hastalik vakasi icin
Onem arz etmistir. Bu sebeple, matematiksel modeller ve bilgisayar simiilasyonlari,
hastaliklarin yayilmasinin incelenmesi ve kontrol altinda tutulmasi ile ilgili ¢calismalar
icin 6nemli araclar olmuslardir [1-3, 21]. Simdi epidemik hastaliklarla ilgili onemli
birka¢ model {izerinde durulacaktir. Bernoulli, sucicedi hastaligini incelemis ve

asagidaki sekilde modeli olusturmustur [4]. Olusturulan modelde;
u: Hassas (duyarli = heniiz hastalig1 gecirmemis) bireyler

w: Bagisiklik kazanmig bireyler



s : Bagisiklik kazanarak hayatta kalma ihtimali
c: Hastaliktan kaynaklanan 6liim ihtimali

A : Enfeksiyonu bulagtirma giicii

W: Baska hastaliklardan kaynaklanan 6liim orani

a: Birim zaman

dir.

Sekil 1.1.”de duyarl ve bagisiklik kazanmis bireylerin diyagrami verilmistir.

slaltdial
DUYARTI

r

glal+[1—5|al:|,%|al

BAGISIK

#(a)

Sekil 1.1. Duyarli ve Bagisiklik Kazanmis Bireylerin Diyagrami

Buna gore, hassas bireyler i¢in diferansiyel denklem

du
da

seklindedir. Burada c(a) yerine 1-s(a) yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

— =-sAu—u(a)u—chu

(1.1



du
—=—[A+p(a) Ju,u0)=1
da (12)

((11—\: =[1-c]hu—p(a)w, w(0)=0
denklem sistemi elde edilir. Daniel Bernoulli’nin ¢icek hastaligi icin yapmis oldugu bu
modelleme, literatiirdeki ilk matematiksel model olmasi bakimindan olduk¢a 6nemlidir.
Bu model ile ilgili benzer bir ¢alisma 2002 yilinda K.Dietz ve J.A.P. Heesterbeek
tarafindan yapilmistir [4,5].

Bu tez calismasinda HIV hastalig1 dikkate alindigindan bundan sonra verilecek literatiir

bilgileri HIV epidemisi iizerine olacaktir.

HIV enfeksiyonunun 1980’lerde ortaya cikisindan bu yana bu enfeksiyonla ilgili pek
cok matematiksel model olusturulmustur. Bunlardan biri 1986 yilinda Anderson RM,
Medley GF, May RM ve Johnson AM, tarafindan olusturulan modeldir [6].Bu modelde
belirli bir topluluk dikkate alinmis ve bu topluluk iginde hastaligin bulagmasi

incelenmistir.

1994’ te Jorge X. Velasco-Hernandez ve Yig-Hen Hsieh, erkek popiilasyonundaki HIV
epidemisini analiz etmislerdir [7]. Bu ¢alismada popiilasyon, hastaliga sahip olmayan,
hastaliga sahip fakat bilmeyen (veya tedavi gormeyen) ile hastaliga sahip ve bilen (veya
tedavi goren) olmak iizere ii¢ kategoriye ayrilmistir. Bu ¢alismada, bu popiilasyonlarin

birbirleriyle etkilesimleri analiz edilmistir. Bu modelde yer alan parametreler;

S : Duyarh birey sayisi,

U : Hastaliga sahip oldugunu bilmeyen ve heniiz tedavi gérmeyen hastalarin sayist,
I : Hastaliga sahip oldugunu bilen ve tedavi goren hastalarin sayisi,

T =S+U+I= Toplam popiilasyon

p, : Hassas birey sinifina dahil olan yillik hassas birey orant,

u': Bir bireyin cinsel olarak aktif yasaminin ortalama uzunlugu,

v : U popiilasyon siifindan AIDS popiilasyonuna gecgenlerin orani,



v": I popiilasyon simifindan AIDS’e gecenlerin orant,
B(t): S hassas popiilasyondan U popiilasyonuna gegis sayisi (enfeksiyon giicii),
¢ : Tedavi gormeyen U smifindan tedavi goren I sinifina gecis sayisi,

¢ : Tedavi simifindakilerin iyilesme orani,

dir. Buna gore HIV modeli

ds

—=p,—-B(t)-uS+/71

dt P ( ) W

dU U

—=B(t)—(u+v)U-c— 1.3
- =B(1)=(k+v)U-o0 (13
dI U ,

—=0——(UL+Vv +/)I

5 =Op ~(utv'+o)

seklindedir. Belirtilen modelde p,, u_l, v, vV, (,0 parametreleri pozitif reel

sayilardir.

Yine 1994 yilinda Stavros Busenberg [28] HIV’in Asya kitasindaki yayilimini

incelemek amaciyla bazi modeller iizerinde ¢alismistir.

2004 yilinda Mostafa Bachar ve Anita Dorfmatr, HIV viriisii ve tedavi yaklasimlarini
iceren bir calisma yapmistir [9]. Olusturulan modelde elde edilen diferansiyel denklem
sistemi icin modelinde kararlilik analizi yapilmis ve tedavi siirecine bagl olarak farkl

sonuglara varilmistir.Bu ¢calismada;
N: Toplam popiilasyon

S: Duyarli birey sayisi

b: Dogum orani

d: Biitiin alt popiilasyonlar i¢in dogal 6liim oran1

e: I, popiilasyonunun birim zamanda ortalama hastalik bulastirma say1s1

k, :1, sinifindan I, smifina gecis sabiti



k,: I, sinifindan AIDS sinifina gegis sabiti

U: Basarili ila¢ tedavisi sonucu ikinci evreyi belirten I, smifindan birinci evreye

karsilik gelen I, simifina gegis oram

B : Birinci evredeki bir hastanin, S (hastaliga sahip olmayan) popiilasyonuna hastaligi

bulastirma orani

aPB: Ikinci evredeki bir hastanin, S (hastaliga sahip olmayan) popiilasyonuna hastalig

bulastirma orani olmak {izere model N=S+1I, +1, icin

dl S

d_tlzeBﬁ(Il +al,)—(d+k,)I, +9I,

dI,

E:klll—(d+k2+ﬁ)12 (1.4)
dN

E:(b_d)N_kZIZ

seklinde olup, klinik calismalar dikkate alindiginda enfeksiyon siirecinin uzun

oldugunun (=10 yil) tespiti sonucu, enfeksiyona sahip popiilasyon sirasiyla I, ve I,

seklinde alt popiilasyonlara boliinmiistiir. Bu calismadaki amag¢ her bir popiilasyonu
zamana gore analiz etmek ve uygulanan tedavi ile popiilasyon siniflar1 arasindaki gegisi

irdelemektir.

2009 yilinda Ram Naresh [10] ve arkadaslari, dogum ve 6liim oranlarinin yogunluga
bagli oldugunu dikkate alarak, HIV enfeksiyonunun yayilimi ve tiiberkiilozun etkilerini
arastirmak icin lineer olmayan bir matematiksel model iizerinde calismiglardir.
Popiilasyon; duyarli bireyler, tiiberkiilloz enfeksiyonuna sahip bireyler, HIV
enfeksiyonuna sahip bireyler ve AIDS hastas1 bireyler olmak iizere dort alt gruba
ayrilmistir. Burada, dogum ve 6liim oranlari ile birlikte belirli bir tasima kapasitesine

sahip lojistik denklemleri ihtiva eden bir epidemik model insa edilmistir. Buna gore,
S : Duyarl birey sayisi,

E, : Tiiberkiiloz hastalari,



E,: Tiiberkiiloza sahip olan yada sahip olmayan HIV hastalari,
A : AIDS hastalari,

B,: E, popiilasyonunun hastaligi bulagtirma orani,

B,: E,popiilasyonunun hastaligi bulastirma oran,

[33 : Tiiberkiiloz hastalarina HIV viriisiiniin bulagsma orani,
v: E, stmifindaki bireylerin iyilesme orani,

d: E, simifindaki bireylerin AIDS safhasina gegme orani

olmak iizere modelin diyagrami Sekil 1.2°de verilmistir.

¥
o=

Sekil 1.2. Duyarli-HIV-Tiiberkiiloz-AIDS popiilasyonundan olusan diyagram

Verilen bilgiler dogrultusunda Sekil 1.2. ile gosterilen diyagramin matematiksel modeli



1—a)rN
ﬁ:(b_@jN_@_%_ d+¢ S+YE1
dt K N N K
%:BISEI_B3E1EZ_ ’Y+D+(1_a)rN E,
dt N N K
(1.5)
£2525E2+B3E1E2_ 8+d+(1—a)1‘N E1
dt N N
1—a)rN
%25}32—(&+d+( a)r ]A

seklindedir [10].

2011 yilinda Naresh [11], homojen bir popiilasyonda hassas bireylere HIV viriisiiniin
bulagsmasin1 ve HIV-AIDS gegislerini iceren bir sistem tasarlamistir. Bu calismada
popiilasyon, HIV negatif (duyarli S popiilasyon sinift), HIV pozitif ve hasta oldugunu

bilmeyenler (I, popiilasyon sinifi), HIV pozitif ve hasta oldugunu bilenler (I, sinifi ) ve

AIDS (A popiilasyon sinifi) olmak iizere dort alt grupta goz 6niine alinmistir. Duyarl
bireylere her iki gruptaki HIV hastalarindan viriis bulasabilecegi bununla beraber ya
HIV pozitif (bilmeyenler) ya da HIV pozitif (bilenler) grubuna dahil olabilecegi

diisiiniilmiistiir. Burada;

Q, : Hassas popiilasyona her yi1l dahil olan birey sayis1

W : Dogal 6liim oranm

B,: I, stmifindaki bireylerden S duyarl birey sinifina HIV bulastirma orani
B,: I, sinifindaki bireylerden S duyarli birey simifina HIV bulagtirma orani
© :1, deki bireylerin hastaliga sahip olduklarin1 6grenme orant,

d,: I, stmifindan AIDS’e gegis orani

(1-€)B, : HIV’in bulastiginin farkinda olmama orani

€B,: HIV’e sahip oldugunun farkinda olma orani



d, : 1, siifindan AIDS’e gegis orani

o : AIDS hastaligindan kaynaklanan 6liim orani

h(1,,L,): HIV pozitif olup hastalifa sahip oldugunu bilmeyen ile HIV pozitif olup bu

hastaliga sahip oldugunu bilen arasindaki etkilesimi veren fonksiyon olmak {iizere

belirtilen popiilasyonlar icin diyagram Sekil 1.3 seklindedir.

HIv™

BILMEYEN( /, ) &

A
(1-£) &
2, HASSAS ¢ || k4L ATDS HASTALARI(A)
s Y
A HIV &
BILEMI I, | M

Sekil 1.3. S —I, —I, — A popiilasyonunun diyagrami

Modelin matematiksel ifadesi

ds BISII+BZSIZJ
- = - |~ S
dt R ( N g
1—¢)B,SI
b _BSL (=0BSL g5 )1, —n(1,1,)
d¢ N N (1.6)
dl €3, SI
d_t2: Bf\l 2401, (8, +u)1, +h(I,1,)
%:5111+5212—(06+M)A

seklindedir. HIV ve AIDS ile ilgili benzer ¢calismalar [11-14]’te goriilmektedir.

Bu tezde epidemik hastaliklar ve 6zellikle HIV ile ilgili belirli diizeyde literatiir bilgisi

iceren birinci boliimden sonra, diger boliimlerin tasarimi ve igerikleri asagidaki sekilde

olacaktir.
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Boliim 2’de diferansiyel denklemler ve fark denklemler ile ilgili bazi temel kavramlar
ve teoremlere yer verilecektir. Bu boliimde ayrica Boliim 3 ve Boliim 4’te matematiksel
model olustururken HIV-1 viriisii ile ilgili gerek duyulacak ihtiyaglara gore birtakim

tibbi bilgiler verilecektir.

Boliim 3’te hastaliga sahip olmayan, HIV’in erken evresinde tedavi goren, bu viriisiiniin
ilerlemis sathasinda olan ve AIDS hastasi olan dort alt popiilasyondan olusan bir siirekli
zaman modeli goz Oniine alinacaktir. Bu model ile ilgili yerel ve global kararlilik analizi
yapilacak, Hindistan’a ait demografik veriler ile modelin tutarhiligt gézden

gecirilecektir.

Bolim 4’te ise bir onceki boliimde elde edilen model ayrik zaman dilimi dikkate
alinarak yeniden diizenlenmistir. Boliim 3’te alinan demografik veriler yeni model

icinde incelenmistir.



2. BOLUM

DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE FARK DENKLEMLER iLE
ILGILI TEMEL TANIMLAR, TEOREMLER VE HIV EPIDEMISi
ILE iLGILi TEMEL BIiLGILER

Fark denklemler ve diferansiyel denklemler ile ilgili baz1 temel tanimlara ve teoremlere
bu bolimde yer verilecektir. Ayrica HIV epidemisi ve bu epidemik yapinin

modellenmesi ile ilgili temel bilgiler sunulacaktir.

2.1. DIFERANSIYEL DENKLEMLER iLE iLGiLi TEMEL TANIM VE
TEOREMLER

Tanmm 2.1.1. F:[J — 1] olmak tizere

& n
F[t,x,%, (x) dXJzo @.1.1)

dt’ de*? 7 ae"

seklindeki denkleme n. mertebeden bir diferansiyel denklem denir [17].

Tamm 2.1.2. (2.1.1) denkleminde x degiskeni sadece x’e bagliysa ( t bagimsiz
degiskeni agikca goziikmiiyorsa) yani denklem F(x,x'(t),...,x(“) (t))=0 seklinde ise

denkleme otonom diferansiyel denklem denir. Aksi taktirde denklem otonom olmayan

diferansiyel denklem adini alir [17].

Tanim 2.1.3. n. mertebeden

d"x d"'x dx
?+al(t)ﬁ+...+anfl(t)a+an(t)x:g(t) (212)
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diferansiyel denkleminde (i=1,...,n ) q, katsayilar1 ve g fonksiyonu sabit ya da t’nin bir

fonksiyonu ise, (2.1.2) diferansiyel denklemine lineer diferansiyel denklem denir.

Verilen diferansiyel denklem lineer degilse bu denkleme lineer olmayan diferansiyel

denklem adi verilir.

(2.1.2) ifadesinde g(t)=0ise, denkleme homogen diferansiyel denklem denir. Aksi

taktirde (2.1.2) denklemi homogen olmayan denklemdir [16,17].
Tamim 2.1.4. g siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

dx _
dt

g(x)

(2.1.3)

otonom bir diferansiyel denklem olsun. g(x) ifadesini sifir yapan (g(x)=0 ) biitiin x

degerlerine (2.1.3) diferansiyel denkleminin kritik noktalar1 denir.
Benzer sekilde a; ler reel sayilar (i,j=1,...,n), A= (aij) sabit matris olmak iizere,

2= AX (2.1.4)

seklindeki birinci mertebeden (2.1.4) diferansiyel denklem sisteminin kritik noktasi

(il—)t( =0 esitligini saglayan X vektoriidiir [17].

Tamm 2.1.5. [17] U ciimlesi, U c7* ve (0,0) € U olacak sekilde a¢ik bir ctimle olsun.

Ve C'(U) ve reel degerli bir fonksiyon V:U — [ olmak iizere eger asagidaki sartlar

saglanmyor ise, V fonksiyonuna U ciimlesi iizerinde pozitif tanimlidir denir.
i) v(0,0)=0,

ii) (x,y)# Oolmak iizere biitiin (x,y)e U i¢in V(x,y)>0
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dVv(x, . . .
Tamm 2.1.6. Eger (x,y)e U—{(0,0)} icin % <0 ise, bu taktirde orijinin agik

bir komsulugunda pozitif taniml olan V fonksiyonuna,

dx
a =)
(2.1.5)
ﬂ:g(x y)
dt ’

otonom diferansiyel denklem sistemi icin bir Liapunov fonksiyonudur denir. Eger her

dVv(x, . . .
(x,y)e U-{(0,0)} igin #<O ise, bu durumda V fonksiyonu tam Liapunov

fonksiyonu adin1 alir [17].
Teorem 2.1.1. f :[]—[J ve f siirekli bir fonksiyon olmak iizere

dx

2 —f 2.1.
o) (2.1.6)

diferansiyel denkleminin kritik noktas: x, olsun. Buna gore
i) Eger f’(x,)>0 ise, kritik nokta kararsizdir.

ii) Eger f’(x,)<0 ise, kritik nokta kararlidir [17].

Teorem 2.1.2. (Lyapunov Kararhilik Teoremi) [17].

Ve C' olmak iizere V fonksiyonu orijinin bir U komsulugunda pozitif tanimli bir

fonksiyon ve (0,0) noktast (2.1.5) diferansiyel denklem sisteminin kritik noktasi olsun.

Bu taktirde,

dv(x,y)

” <0 ise (0,0) kritik noktasi kararlidir.

i) Eger (x,y)e U-{(0,0)} icin

ii) Eger (x,y)e U-{(0,0)} igin <0 ise (0,0) kritik noktas1 asimptotik

dv(x,y)
dt
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kararlidir.

iii) Eger (x,y)e U—{(0,0)} i¢in %’E’Y) >0 ise (0,0) kritik noktas1 kararsizdr.
Teorem 2.1.3. ( Routh-Hurwitz Kriteri) [17] .
i=1,2,....ni¢in a; ler reel sabitler olmak iizere
P(A)=A"+a A" +.......... +a,_A+a, (2.1.7)

polinomu verilsin. j>n igin a; =0 olmak iizere a; katsayilari kullanilarak olusturulan n

tane Hurwitz matrisi

a, 1 O
a, 1
H =(a,), HZ:L j, H,=|a, a, a |ve
a; a4,
a; a, a,
a, 1 0 O 0
a, a, a, 1 0
H =|a, a, a, a, 0
0 0 0 O a

olsun. Bu taktirde P(?x,) polinomunun biitiin kokleri ya negatiftir ya da negatif reel

kisimlara sahiptir ancak ve ancak biitiin Hurwitz matrisleri icin
det H;>0 j=1,2,....n. (2.1.8)
dir.

2.2 FARK DENKLEMLER iLE iLGiLi TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.2.1.f siirekli bir fonksiyon ve n=0,1,2...... olmak iizere

X,y = (X o Xy s X, ) 2.2.1)
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denklemine k+1. mertebeden bir fark denklemi denir [17-18].

Tamm 2.2.2. { siirekli bir fonksiyon olsun. x~ = f (x*) esitligini saglayan x~ degerine
x,, =f(x,) (222)
fark denkleminin denge noktasi denir.

Benzer sekilde X = (x 1 Xy eens X )T ve F siirekli bir fonksiyon olmak iizere
X . = F(Xl) (2.2.3)

birinci mertebeden (2.2.3) fark denklem sisteminin denge noktast X = F(X*) esitligini

saglayan sabit bir X~ ¢oziimiidiir [17].

Tanmm 2.2.3. Herhangi bir €>0igin ‘xo—x*‘<5 oldugu zaman, V t=0 igin

x, —x |=|f' (xo)—x*‘ <& olacak sekilde bir >0 sayist varsa, (2.2.2) denkleminin

x" denge noktasina yerel karalidir denir. Eger x" denge noktasi kararli degilse, bu

denge noktasina kararsiz denge noktasi denir [17,19].

Tanim 2.2.4. x,,, =f(x,) fark denkleminin bir denge noktast x~ olsun. ‘xo - x*‘ <3

oldugu zaman

limx, =limf'(x,)=x" (2.2.4)

olacak sekilde bir 8 >0 varsa x denge noktasina yerel ¢ekicidir denir [17].

Tamm 2.2.5. x,,=f(x,) fark denkleminin bir denge noktast x" olsun. Eger

x " denge noktas1 hem yerel kararli hem de yerel cekici ise bu taktirde x denge noktasi

yerel asimptotik kararlidir denir [17].

Tamm 2.2.6. x,, =f(x,) fark denkleminin bir denge noktast x  olsun. Biitiin x,

baslangi¢ kosullari i¢in
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limx, = =x (2.2.5)

t—oo
oluyorsax” denge noktasina global ¢ekicidir denir [17].

Tamm 2.2.7. Eger x denge noktas1 global cekici ve yerel kararli ise, bu taktirde

x " denge noktasina global asimptotik kararli denge noktas1 denir [17].

Teorem 2.2.1. f siirekli bir fonksiyon ve x, x,, =f(x,) denkleminin bir denge

noktas1 olsun.

f '(x*)‘ <1ise x denge noktas: yerel asimptotik kararlidir.

i)
ii) ‘f ‘ >1 ise denge noktasi kararsizdir [17].

Tanim 2.2.8. f :[1 =[] olmak iizere

X, =f(x,) (2.2.6)

denkleminin i=1,2,...,m-1 igin f"(X,)=X,ve f'(X,)#X, ifadelerini saglayan

X, ¢Oziimiine m periyotlu ¢oziim denir [17].

Teorem 2.2.2. Icll, f:I—1 bir fonksiyon ve f fonksiyonun tiirevi de bir I aralig1

iizerinde siirekli olsun. Eger V x €I igin 1+f"(x)#0 ise, bu taktirde x,,, =f(x,) fark

denklemi I araliginda periyod 2’ye sahip degildir [17].

Ispat: x, =f (x,) fark denkleminin I aralifinda periyod 2’ye sahip olmasi igin, I

araligindaki bir x, ve X, noktalart igin f*(x,)=1f(x,)=x, sartinin saglanmas1 gerekir.

Kabul edelim ki fark denkleminin periyod 2 olacak sekilde bir ¢oziimii olmasin. Bir

X, € I noktasi alinsin. Bu durumda

x,=f(x,)el ve O;t].l(lJrf (x))dx =(x, +£(x,))=(x, +(x,)) =£7(x,) =X,

X0

dir. Bu ise ispati tamamlar.
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Teorem 2.2.3. ( Schur-Cohn Kriteri) [17].

f siirekli bir fonksiyon ve n=0,1,2...... olmak tizere
X =F (X, X, X,.,) (2.2.7)
seklinde bir fark denklemi verilmis olsun. Bu denklemin karakteristik polinomu
P(A)=A"+aA’+a,A+a, (2.2.8)

dir. P(A)=0 denkleminin (i=1,2,3 ) A; ¢dziimlerinin,

;| <1 esitsizligini saglamas

icin gerek ve yeter kosul asagidaki sartlarin saglanmasidir

i) p(l)=1+a,+a,+a,<0
ii) (=1)'p(-1)=1-a,+a,—a, >0
iii) 1-(a,)’ >la,—aja,|.

2.3. HIV(AIDS) iLE iLGIiLi MATEMATIKSEL MODELLER
2.3.1. HIV VE AIDS EPiDEMISI iLE iLGIiLi TEMEL BiLGILER

HIV, insanlarda bagisiklik sistemini bozan, bagisiklik sistemini bozdugu i¢in kisiyi bazi
enfeksiyonlara kars1 zayiflatan ve AIDS hastaligina sebep olan bir viriistiir. Kisinin
viicudunda HIV viriisii olmasi, AIDS oldugu anlamina gelmez. HIV viriisiiniin viicudu
hasta duruma getirecek kadar bagisiklik sistemini zayiflatmasi uzun yillar alabilir.
Ayrica, HIV bulastiktan sonra hastalik belirtileri birkac yil hatta bazen daha uzun siire
(6rnegin on bes yil) sonra ortaya c¢ikabilir. Bu zaman siiresince HIV hastaligina sahip
bir kisi AIDS hastas1 olmadan yillarca yasayabilir. HIV, sahip oldugu cografyaya gore
HIV-1 ve HIV-2 seklinde ikiye ayrilir. HIV-1 ve HIV-2 viriisleri, viral yapi, bulagsma
fonksiyonlari, iirettikleri antikor ve hastalik belirtileri agisindan benzerlik gosterse de,
HIV-2 nin AIDS'e doniisme siireci HIV-1'e gore cok daha yavas gerceklesir. Su an
diinyada en yaygin insan bagisiklik yetmezligi viriisit HIV-1'dir.
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AIDS, Acquired Immune Deficiency Syndrome (Kazanilan Bagisiklik Sistemi
Bozuklugu  Sendromu)’nun  kisaltulmisidir.  AIDS, HIV’e sahip kisilerin
yakalanabilecegi, bir dizi ender goriilen enfeksiyonlar ve kanserlerin birlesimidir. Eger,
HIV’e sahip bir kisi bu hastaliklardan birine yakalanirsa, o zaman AIDS sathasina

gecmis olur.

Calismamizda HIV-1 hastalig lizerinde durulmustur. HIV-1 viriisiiniin sebep oldugu
enfeksiyonla AIDS’in baslamasi arasindaki ortalama siire 10 yildir ve AIDS ile iliskili
durumun baglamasimi takip eden ortalama yasam siiresi 1 yilin altindadir. HIV
partikiilleri viicuda girer girmez CD4+ T hiicrelerini, makrofajlar1 ve dentrit hiicrelerini
enfekte eder. Eger bireye kombinasyon anti-HIV veya antiretroviral ila¢ tedavisi gibi
herhangi bir tedavi uygulanmazsa, bir milimetre kiip kandaki CD4+ T hiicre sayisi
yaklasik 1000 civarinda iken bu say1 ¢arpici bir bi¢cimde 200 civarina kadar diiser. Bu

ise AIDS’e gecildiginin ilk sinyallerini verir.

HIV enfeksiyonu bulasmis kisi bu viriisii yasami boyunca tasir ve bulastiricidir. Viriis
siirekli olarak iirer. Viriis tiremesinin etkileri ise ¢ok sonra belirginlesmeye baslar.
Hastada belirti ve klinik bulgular ortaya ¢iktiginda, HIV enfeksiyonunun belirti veren
evresine girilmis olur. Olgularin biiyilkk bolimiinde insanlar viriisii aldiklart ve
bulastiric1 olduklar1 halde uzun siire hi¢bir yakinmada bulunmazlar. Bu duruma
belirtisiz tastyicilik (seropozitiflik) denir. Kisi normal ¢alisma ve toplumsal yasamini
siirdiiriir. Ama belirtisiz de olsa bu donemde yapilacak laboratuvar arastirmalar1 hastada

viriisiin varligini kanitlayabilir [2,20,22-24,29].

Iste biitiin bu bilgilerin 15131 altinda matematiksel modeller ile ilgili su bilgileri
verebiliriz. HIV(AIDS) i¢in bir matematiksel model olusturulacaksa iki sekilde
diistiniilebilir [7-14].

1) Birincisi bagisiklik sistemi ve onun HIV ile iliskisini tarif etmek icin
gelistirilebilir. Bu tarz modeller ila¢ tedavisinin etkilerinin yani sira
gelismemis enfekte hiicrelerinin (belirti gostermeyen), CD4 hiicrelerinin ve
virlis popiilasyonunun dinamiklerini, yani bu degiskenlerde zamanla

meydana gelen degisikleri inceler.
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i) Ikincisi ise HIV hastaliginin oldugu popiilasyondaki bireyler dikkate alimarak
gelistirilebilir. Bu modellerde hassas bireyler, HIV viriisiine sahip (HIV
pozitif) ama bilmeyen bireyler, HIV viriisiine sahip (HIV pozitif) ve bilenler

ve AIDS hastasi olan bireylerin dinamik modelleri incelenir.

2.3.2. MATEMATIKSEL MODELLER

HIV(AIDS), zoonoz bir viriis olup hayvandan hayvana, hayvandan insana ve
insandan insana bulasan, mutasyon geciren ve SI (hastaliga sahip olmayan ve

hastaliga sahip olan) kategorisinde degerlendirilen bir epidemik hastaliktir.
S : Hassas bireyler
I : Hasta bireyler

B : Hastalik bulagsma orani

ve toplam popiilasyon N=I(t)+S(t) olmak iizere; en basit haliyle ST modeli

ds _

o =-BS(01(1)
2.3.1)
S=Bs(1(1)

seklinde bir sistem olarak tasarlanmistir.

N=I(t)+S(t) esitligi kullanilirsa % =—BS(t)(N-S(t)) elde edilir. (2.3.1) sisteminin
¢cOziimi

N(N-1) NeP
e ve 1= 2.3.2)

S(t)=

N1+

dir. (2.3.2) den limS(t)=0 ve limI(t)=N bulunur. Bu sonuglardan belli bir zaman
t—oo t—oo

sonra hassas popiilasyon sinifindaki bireylerin sayisinin sifira gittigi bununla birlikte

epidemik popiilasyon sinifindaki bireylerin sayisinda artisin meydana gelece8i ve N

degerine ulasacagi beklenmektedir [23].
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SI epidemisi olan HIV ile ilgili modelleme c¢alismalar1 analiz edildiginde bu viriisiin
viicuttaki evreleri ve gelisimi ile ilgili [25-27] ve insan popiilasyonunda bu hastaligin
bulagmasi ile ilgili caligmalara [9,10,15] rastlanmaktadir. Bu tezde, bir popiilasyonda
HIV epidemisine rastlanmasi, bu popiilasyonda hastaligin bulasmasi ve seyri analiz

edileceginden bu ve benzeri ¢alismalar gbz 6niine alinmstir.

GO0z Oniine alinan HIV epidemik hastalik modellerinden biri Mostafa Bachar ve Anita

Dorfmatr’in incelemis oldugu caligmadir [9]. Burada toplam niifus N=S+1I, +1, olmak

lizere matematiksel model, asagidaki gecis asamalari dikkate alinarak olusturulmustur.

cBSI,

: I, sinifindaki bireylerin hassas bireylere HIV bulastirma orani

caf3SI,

: I, simifindaki bireylerin hassas bireylere HIV bulastirma orani

-dI, : I, sinifinda olup hayatim1 kaybeden birey orani

-k,I, : hastaliklarinin ilerlemesi sonucu I, sinifindan I, sinifina gegen bireylerin orani
o, : ilag tedavisi sonucu I; simifina dahil olan bireylerin orani

kI, : hastaliklarinin ilerlemesi sonucu I; sinifindan I, sinifina dahil olan birey orani
-d1,: I, simifinda olup hayatin1 kaybeden birey oram

-k, I, : hastaliklarmin ilerlemesi sonucu I, smifindan ayrilarak AIDS evresinde olan

bireylerin orani
-al, : ilag tedavisi sonucu I, siifindan I, sinifina geri donen bireylerin oram

veE

B ps+, +12)—ds—cf’sIl _capst, - dN_dl _dl, dS
dt N dt dt dt dt

olmak uizere
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(11—1:1:0[3%(11+a12)—(d+k1)Il+(x12+klIl—(d+k2+(x)12+

cBSI,  caPBSI,
N

b(S+I,+1,)—-dS-
dir.

Gerekli diizenlemeler yapilirsa

C11—111:(b—d)N—1<212

elde edilir. Bu durumda model,

dl S

d_tl = CBE(II +al,)—(d+k,)I, +al,

%zklll —(d+k, +a)l, (2.3.3)
dN

E = (b—Cl)l\I—kzl2

seklinde olup (2.3.3) modeli, hastalifa sahip olmayan bireyler, hastaligin ilk
asamasinda olan, hastaligin ilerlemis asamasinda olan bireyler dikkate alinacak sekilde
tasarlanmistir. Burada amag; epidemik hastaliga sahip olup bunu bulastiran ve bununla
birlikte bu hastaliga sahip olup da evrenin ilk asamasinda ve ilerlemis asamasinda olan
popiilasyonlarin birbirleriyle etkilesimi sonucunda zamanla popiilasyonda meydana
gelecek degisimi analiz etmektir [9]. Buna gore, (2.3.1) modelinden farkli olarak bu
modelde enfeksiyona sahip olan hastalarin iki alt kategoride dikkate alindigi

goriilmektedir.

Yukarida belirtilen (2.3.3) modeli gelistirilerek HIV’in son evresi olan AIDS’in
varliginin dikkate alinmasiyla baska bir model R.Naresh ve arkadaslari tarafindan

incelenmistir [11].Bu model
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dS_o _(Blsl1 +B,SI, j—HS

at N

d_BSL UZ0BSL (g5 4y —n(1,1,)
1 1 1°
d N N (2.3.4)
dl, €B,SI
d—s=%+ell—(52+u)lz+h(Il,Iz)
dA

E:?Slll +3,1, —(a+pn)A

seklinde diizenlenmistir. Bu model (2.3.3) denklem sistemine benzer diisiince ile

olusturulmustur.

HIV ile ilgili modeller incelendiginde siirekli zaman diliminin dikkate alindigi yani,
modelin diferansiyel denklem sistemi olarak ifade edildigi goriiliir. Fakat HIV
epidemisinin hassas birey popiilasyonuna bulasmasi ve evreler dikkate alindiginda
popiilasyonlar1 etkileyen bazi faktorlerin ayrik zaman diliminde gergeklestigi tespit
edilmistir. Bu sebeple, popiilasyonlar1 ayrik zaman diliminde etkileyen parametreler i¢in
farkli bir yaklasim tarzi ortaya ¢ikmis ve 1983 yilinda Buseenberg ve Cook biyolojik
yapilar1 yorumlarken parcali sabit argiiman kullanmislardir [31]. Bu yaklasim tarzi,

tezimizin dordiincii boliimiinde olusturulan matematiksel modelde dikkate alinmstir.



3. BOLUM

HIV / AIDS EPIDEMESININ MATEMATIKSEL MODELIi VE
KARARLILIK ANALIZi

HIV epidemisinin matematiksel modelleri, viriisiin bulagmasi ile ilgili calismalarda
onemli bir rol almaktadir. Ciinkii bu modeller, HIV ve AIDS vakalarinin insanlara
bulagmasi ile ilgili yorum yapilmasina yardimci olmaktadir. Bu boliimde, HIV negatif
(hastaliga sahip olmayan), HIV pozitif (hastaliga sahip oldugunu bilmeyen), HIV pozitif
(hastaliga sahip oldugunu bilen) ve AIDS hastasi seklinde dort gruptan olusan bir
popiilasyon dikkate alinmis, bu gruplarin kendi i¢inde ve gruplar arasi etkilesimi sonucu
hastalig1 bulastirma siirecinin matematiksel modeli olusturulmus ve bu model analiz
edilmistir. Elde edilen teorik sonuclar, niimerik verilerle karsilastirilmis ve HIV/ AIDS

epidemisinin yapist hakkinda yorumlarda bulunulmustur.
3.1. Matematiksel Model

Bu model dort alt popiilasyondan olugmaktadir:

S : Duyarli (HIV negatif) birey sayisi

I, : Hastaliga sahip oldugunu bilmeyen birey sayis1

I, : Hastaliga sahip oldugunu bilen birey sayis1

A : AIDS hastalari

Toplam popiilasyon biiytikliigi N=S+1, +1, + A" dir.
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3.1.1. Hassas birey popiilasyonunun matematiksel modeli
Hassas bireyler, enfeksiyonla karsilasmamistir fakat hasta bireylerden bu hastaligin
bulasabilecegi bireylerin sinifidir. Hassas birey sinifina her yil Q,oraninda birey dahil

olmaktadir. Yillikk Olim oram1 ise p olarak ifade edilecektir. Bu hastaligin

I, vel, simifindaki bireylerden hassas bireylere bulasmasi sonucu bireyler sirasiyla 3, ve

B, oraninda S smifindan ayrilmaktadir. S popiilasyonundaki degisimin diferansiyel

denklemi
%:QO_(&SL ;stlzj_us 3.1.1)
seklindedir.

3.1.2. Hasta oldugunu bilmeyen bireylerin matematiksel modeli

Hasta oldugunu bilmeyen bireyler, enfeksiyonla karsilagmis fakat hastalik belirtileri

heniiz gelismedigi icin hasta olduklarinin farkinda olmayan bireylerdir.
u: Dogal 6liim orani

J, : Eliza testi sonucu AIDS’e sahip oldugunun farkina varilmasi orani
0 : Test taramas1 sonucu HIV’e sahip oldugunun farkina varilmasi orani

(1-€)B,: I, simifindaki bireylerin hassas bireylere hastaligi bulagtirmasi sonucu bu

hastaliga sahip olduklarinin farkinda olmayan hassas bireylerin orani

h(1,,L,):I, simfindaki bireylerin I, sinifindaki bireylerle etkilesimi sonucu [

sinifindaki bireylerin hastaliklarinin farkina varmasi orani

olmak iizere I, sinifinin degisimini veren diferansiyel denklem,

ﬂ _ B1SI1 n (I_S)BZSIZ _(
dt N

0+8, +1)L, —h(L,,1,) (3.1.2)

seklindedir.
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3.1.3. Hasta oldugunu bilen bireylerin matematiksel modeli

Bu popiilasyon, bazi testler sonucu HIV hastaligina sahip oldugunu 6grenen sinifi

temsil etmektedir. Bu testler sonucu I, sinifindaki bireyler © oraninda I, sinifina
gegmektedir. €B, HIV hastaligina sahip oldugunu fark eden ve bu hastaligi I, sinifindan
almuis olan hassas birey oranidir. pu dogal 6liim orami ve 8, de tedavi siireci esnasinda bu
smiftan ayrilan A smifina gecen birey oramidir. I, smifindaki degisimin diferansiyel

denklemi,

%:SBIZ\?IZ+911—(52+P~)Iz+h(1w12) (3.1.3)

seklindedir.

3.1.4. AIDS hastasi bireylerin matematiksel modeli

I, vel, siifindaki hastalar klinik AIDS semptomlarinin gelismesiyle 8, ve §, oraninda
bu sinifa gecmektedir.
a : AIDS’ ten kaynaklanan 6liim orani

olmak iizere A sinifinin degisimini veren diferansiyel denklem

%:SIII+5212—(OL+M)A (3.1.4)
seklindedir.

Buradah(I;,I,) =KL, 0ldugu kabul edilecektir. k, her iki smifin etkilesim oranin

vermektedir. Buna gore belirtilen popiilasyonlar arasindaki etkilesim asagidaki semada

gosterilmektedir.
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HIV*
BILMEYEN( 7, ) &
8
(1-8) &4
O HASSAS e kLI, ATDS HASTALARI(A)

E N
; el |

BILENII, U+

Sekil 3.1. S -1, - I, - A popiilasyonunun diyagrami

N=S+I,+I,+A oldugu goz oniine alinirsa (3.1.1)- (3.1.4) denklemleri bir baslangi¢

deger problemi seklinde asagidaki gibi yazilir.

dN
—=Q,—uN-0A
m Q,— 1
1-¢)B,SI
%:Bﬁfw( 1)\162 2 _(0+8, +), —KL I,
dIt . (3.1.5)
d—s=h+91r(52+u)lz+klllz
%25111+5212—(G+N)A

ise N(O)=N, >0, 1,(0)=1,>0, L(0)=L,>0, A0)=A,>0 dir[11].

3.2. (3.1.5) Denklem sisteminin pozitif ¢coziimleri

Bu kisimda pozitif baslangi¢ kosullarina sahip (3.1.5) sisteminin biitiin ¢6ziimlerinin her

t>0 icin pozitif oldugu gosterilecektir.

Lemma 3.1.1. V tell i¢in baslangic kosullar N(0)=N,>0, I1,0)=I,>0,
L,0)=1,>0, A0)=A,>0 olsun. B,+B,>k olmak iizere (3.1.5) denklem
sisteminin ¢ozlimleri pozitiftir.

Ispat: N=S+1,+1,+A ifadesinden (3.1.2) denklemi

%z B, (N-1, —IZ—A)+ (1-¢)B,(N-1,-1,-A)I, B

dt N N (6+8, +u) -kLI, (3.2.1)



dir. B,+B,>k oldugundan

BI(N_II _Iz _A)Il + (I_S)Bz(N_Il _Iz_A)Iz

N N
yazilabilir. Buradan

dI
d—tIZ—(E)+E‘)1+u)I1

elde edilir. (3.2.3)’ten

%2—((%81 +p)dt = Inl (t)=—(0+pn+5,)t

1
yazilir.(3.2.4)’iin diizenlenmesiyle

I (t) 2k exp{—(6+n+3,)t}>0
bulunur. Benzer sekilde, (3.1.3) denklemi

dl, _ep, (N-L-L-A)L
dt N

seklinde yazilabilir. Buradan ise

8B2(N_Il - _A)I
N

2+6L +kLI, >0

olacagindan

d, B, (N-I,-L,-A)IL,
dt N

elde edilir. Bu durumda

dlI
d—EZ—(Sz-I—},L)IZ

dir. Boylece
I, 2k, exp{— (3, +1)t} >0
elde edilir. Ayni sekilde

91, +9,1,>20

> KL,

+01, —(8, +1) 1L, + kL1,

+01 —(8, +1) L, +kL I, > —(8, +u)1,
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(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)
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olacagindan
dA
d—t=8111+8212—(0c+u)A2—((x+u)A (3.2.12)

yazilabilir. Bu durumda

%2—(a+u)A (3.2.13)

dir. Boylece

A(t) 2k, exp{—(a+pn)t}>0 (3.2.14)
bulunur.

Son olarak,

(il—lj=Qo—uN—ocA (3.2.15)

denklemi goz Oniine alinacaktir. Burada

Q,—aA =0 (3.2.16)
olacagindan
(Z—Ij=Q0—uN—OcA2—uN (3.2.17)

yazilabilir. Bu durumda

NS N (3.2.18)

dt

dir. Boylece
%Zk4 exp{—ut}>0 (3.2.19)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmisg olur.
3.3. (3.1.5) Denklem Sisteminin Kritik Noktalar1 ve Kararhlik Analizi

Bu kisimda modelin pozitif ve negatif olmayan kritik noktalar1 ve sistemin ¢oziimlerinin

bu noktalar civarindaki kararlilig iizerinde durulacaktir.

Tanim 2.1.4° ten modelin kritik noktalarin1 bulabilmek i¢in,



o
dt

dr _
de
dl,
dt
dA
de

0

0

0

yazilir. Buradan
Q,~uUN-0A =0,

B1(N_I1 -1 _A)I1 + (I_S)BQ(N_II _Iz_A)Iz _
N N

(6048, +n)I, —kILI, =0,

SBZ(N_II _Iz_A)I
N

2 +0L,— (5, +u) L, +kL1, =0,
A
31 +8,I, —(a+pn)A=0

dir. (3.3.5) diizenlenirse

— 6III + 8212
o+

A

yazilabilir. Bu degerin (3.3.2)’ de yerine yazilmasiyla

N :l(Qo _a(slll +6212 jj
U o+u

elde edilir.(3.3.3) denklemine (3.3.6) ve (3.3.7) ifadeleri yazilirsa,

5 &_a(5111+5212)_1 g 8L |
1 H (a‘i‘u)u 1 2 a+u 1

o[t s,

(648, +u)L, {&——a(alll +8212)}kmz {&——a(alll +8212)} =0
oo (o+p)u (

bulunur.
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(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)

(3.34)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)
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g =B, (a+8, +u)p+ad {B, —(6+5,+un)} (3.3.9)

A

g :(1_8)32 (0H'81 +M)M+l31(0°+52+u)u+0°51 (1_£)+

(3.3.10)
3, {B, ~(6+8, +1)} +Q, (o + )k
yazilsin. Bu durumda, (3.3.8) asagidaki sekilde diizenlenmis olur:
gl + L +[ (1-)B, {u(a+8, +1)+ad,} | L —ad kI,

(3.3.11)
—Otﬁzkllli _Qo (OH'“)[Bl _9_61 _M]Il _Qo ((X’+I'L)(1_£)BZIZ =0
Benzer sekilde,
f, =003, +¢B, (o +3, +p)u+ad {ep, — (3, +1)}-Q, (a+p) (3.3.12)
ve
f,=¢p, (a+8, +n)u+ad,{ep, — (8, +n)} (3.3.13)
Alinirsa, (3.3.4)’ten
a0d 1+ L1, +f,1,°> —ad kLT, —ad,kLI,> —Q, (ot + )6l —

(3.3.14)
Qo ((X’+“’)|:£BZ _(62 +I-L):|Iz
elde edilir.
Buna gore, Tl =0ve T2 =0 i¢in (3.3.6) ve (3.3.7) denklemlerinden

A=0veN=2 (3.3.15)

w

elde edilir. Bu ise hastaliin mevcut olmadig: kritik noktay1, yaniE, =(&,0, 0,0]’1
u

vermektedir. Endemik kritik noktayr bulmak i¢in asagidaki islemler yapilir:

Oncelikle 1, = Oigin (3.3.14) goz 6niine alinir. Buradan, sifirdan farkli I, simifi igin

Tz _ QO(OH'H)[SBz _62_“]

3.3.16
f) ( )

elde edilir.
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Benzer sekilde, I, =0 icin (3.3.11) denkleminde sifirdan farkli I, sinifiigin

Q[+ (B,—06-8 —n)]
g

(3.3.17)

1=

bulunur. Bu durumda (3.3.16) ve (3.3.17)" nin (3.3.6) ve (3.3.7)’ de yerine yazilmasiyla

N :lleo —OL{SIQO (0“"“)([31 _9_81 _H)+62Q0 (OH'“)(SBz _82 _u)}} (3.3.18)
uw

g,f, (OH'M)
veE
. {SIQO (o+p)(B —0-8 —1)+8,Q, (c+1)(eB, -3, ‘“)} (3.3.19)
g.f, (OH'H)

elde edilir. YaniE, = (N,I,Tz,l_%) kritik noktas1 bulunmus olur.

Simdi, (3.1.5) sisteminin kritik noktasi olan Eoz(&,0,0,0jnoktasmm yerel
1)

kararliligin inceleyelim.

Bu kritik nokta i¢in Jakobiyen matris

—u 0 0 -
0 I:Bl_(e+81+“):| (I_S)Bz 0
J(E)=| o ep—(5+n)] O (3.3.20)
0 3, 3, —(oc+u)_

ve karakteristik denklem
f(A)=(A+u)(A+o+u)(A*+Vvi+y)=0 (3.3.21)

seklinde yazilabilir. Burada

v=(8,+un)—ep, +(0+un+3,)-B, (3.3.22)
ve
v={(0+1+8)-B 13, +1—eB,} - (1-¢€)B,0 (3.3.23)

dir.
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Teorem 3.3.1. (3.1.5) denklem sisteminin kritik noktasiE, = (&,O, 0, OJ olsun.
1)

_ B, (3, +1)+B, [9+8(51+H)]

0 BB, + (5, + 1) (0+145,)

(3.3.24)

olmak tizere

(i) Eger R, <1 ise, bu taktirde E,yerel asimptotik kararlidir.

(ii) Eger R, >lise, bu taktirde E kararsizdir.

ispat. E,= (&,O, 0, Oj kritik noktasinin yerel asimptotik kararli olabilmesi i¢in
u
(3.3.22) ve (3.3.23) esitliklerinin pozitif olmasi1 gerekir. Buna gore, (3.3.22)’den
S, +u>eB, ve O+u+d >p (3.3.25)

ise v >0 yazilabilir. Ayrica, Y>0 olmasi icin,

(0+u+3,)(3,+1)+eB,B, >B, (3, +1)+P,0+¢€P, (L+9,) (3.3.26)
esitsizligi dikkate alinmalidir. (3.3.26)’dan

(6+u+3,)>P, ve B,O+eP,(n+8,)<eBB, (3.3.27)
esitsizlikleri i¢cin y>0 elde edilir.

Bununla birlikte, (3.3.26)’dan

B (3, +p)+P;[0+e(8+1)]
BB, +(8,+1)(0+u+3,)

(3.3.28)

elde edilir. Burada,

By (8, +1)+B,[0+€(3,+1) ]
T eBB,+ (8, +u)(0+1+3)

olsun. R, ifadesi, hastalig1 bulastirma oranm olarak bilinmektedir. Teorem 2.1.1 dikkate

alinirsa asagidaki sonuclar elde edilir.

(i) Eger



B (8, +n)+B,[0+€(8,+1) ] 3
U e, +(8, +u)(B+p+3,)

ise, E,yerel asimptotik kararhdir.

(ii) Eger

_ 61(62+H)+Bz [9+8(51+H)] S
" e, + (8, +p)(0+p+d)

ise, E kritik noktasi kararsizdir. Bu da teoremin ispatim1 tamamlar.

Simdi asagidaki kabulleri dikkate alarak bagka bir teoremin ispatin1 verelim.

BITI + (I_S)Bsz

VPERTTR

by g =8P (N-T-L-A)L
N

¢) r=0+k[,

d) SZEB2T2

N

+ (I_S)Bsz kL1

ZI|—I

€) m,, :[31_(e+u+6)]
f) m), =p+q

g) m,, =%—(p+kr)

33
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I

k) m,, = (s + e_—Ilj
2
I) my, =s
Teorem 3.3.2. (3.1.5) sisteminin kritik noktas1 E olsun. Eger,
2
a,(aa,—a,)—aja, >0 (3.3.29)

ise, E, = (N,TI,TZ, K) kritik noktasi yerel asimptotik kararlidir.

Ispat: E, kritik noktas1 icin Jakobiyen matris

- 0 0 -
J(E ): m, —Mm, My —m,, (3.3.30)
1 my My  —Mgy, ms, o

0 81 62 _(OC"';“)

seklinde olmak iizere karakteristik denklem
f(A)=A"+al’ +a, > +ad+a,=0 (3.3.31)

dir.Teorem 2.1.3’ten karakteristik denklemin biitiin kokleri negatif ya da negatif reel

kisimlara sahip olmalidir. Burada
01
a, = T+O€+2u+p+q , (3.3.32)

a, :u(oc+u)+(0c+2u)(p+q+s+e_—T1j+(p+q)(s+e_—Ij
. B (3.3.33)

+s0, + pd, +(s—r)(%—p—kij,
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a3=u(oc+zu)(p+q+s+%]+(a+zu){(p+q) s+%j—(s—r>[%—(p+ki)ﬂ

+a[8,m,, +52m31]+p{(r—s)82 +9, (Oc+s+%j

~ : (3.3.34)
+s9, [%—(p+ki)}+s82 [p+q+u],
! ql, -
a, =u(ot+2u)(p+q)(8+fj+85zu(p+q)+sfhu[i—(wkll)}
+pud, (r—s)+pud, (r— s)(s +%j+ m,, 03, (r—%j (3.3.35)

+0,my, [% - (P + ki )} +08,my, (p + q)

dir. (3.3.32) -(3.3.35)ten a,>0 (i=1,2,34) ve aa,—a, >0 oldugu goriilir. Bu

durumda eger
2
a,(aa,—a,)—aja, >0 (3.3.36)
ise, E, yerel asimptotik kararlidir.

Lemma 3.3.1. Negatif olmayan baslangic kosullar1 ve N2>I +I,+A esitsizligi

saglanmak iizere (3.1.5) denklem sisteminin ¢oziimleri
Q, ={(N,I,I,,A):0<N(t)<N0<[ (t)+L () <I;0<A(t) <A’} (3.3.37)

bolgesindedir ve burada

N* :% , I :&{M}’ A" = ol (3.3.38)

[ H
Ve
B=max(B,.B,), B'=min(p,.B,), d=max(5,.5,), &=min(5.5,) (3.3.39)

olmak tizere (3.3.37) bir ¢ekici (attractor) bolgedir.

Ispat: (3.1.5) denklem sisteminden
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(L—lj:Qo—uN—ocASQo—uN (3.3.40)
yazilabilir. Buradan
d—NSQO—uN (3.3.41)
dt
dir.(3.3.41)’den
%SQO—uN:limsupt_mN(t)S%zN* (3.3.42)

elde edilir.

Yine, (3.1.5) denklem sistemi dikkate alindiginda

%—Fﬂ: BI(N_II_IZ_A)Il +Bz(N_Il_Iz_A)Iz _

+&)(L +1 3.3.43
T . . (w+8)(14L) 3349

yazilabilir. (3.3.42) denklemi diizenlenirse

M:m+szlz—(u+8')(11+12>—(BJI+BZIZ>[M} (3.3.44)
dt N
, B (L+L)L+1, B(L+1,)A
<[B-(u+&)](1,+1,)- N —
, B'(L+1,)°
<[B-(u+&) (1, +1,)-———~
, (L+1L,)
S[B—(u+5):| (II+IZ)_(20{B_(“+8/)j|
il p’
elde edilir. Bu ise
r =&{w} (3.3.45)
il p’

olmak uizere

limsup[ I, (t)+1,(t)]<T (3.3.46)

t—oo
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sonucunu verir. Son olarak (3.1.5) denklem sisteminden

‘Z? =31, +8,, - (L+0)A<3 —(n+a)A (3.3.47)

yazilabilir. Bu ise

%

A = = limsupA(t) <A (3.3.48)

a+p o

oldugunu verir. O halde (3.1.5) denklem sisteminin ¢6ziimleri Q, bolgesindedir. Bu da

teoremin ispatini1 tamamlar.

Teorem 3.3.3 i¢in asagidaki ifadelerin mevcut oldugu varsayilacaktir.

B, 1 - eB,N’
(i) R={%+52+u—kll— BI%I }

oy T (1-0BL
1 NTI
4up
(iii) n, < =
98[32 |:Bl (1 ;)Iﬁzlz}

Teorem 3.3.3. E,, (3.1.5) denklem sisteminin pozitif kritik noktas: olsun. Eger

’ {%T a <% (3.3.49)
ve

l:n2(6+k1* eB, L, ]Jrn1 {(1 e)B,I +(k+ij %H

) 4“1;‘2" {%+ (I_I%BZTZ} (3.3.50)

ise, E, endemik kritik noktas1 Q, bolgesinde global asimptotik kararlidir.

Ispat: E, kritik noktasi civarinda pozitif tanimli
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VLN 1Tk fedo, (-1 (oA aasn

fonksiyonu dikkate alinsin. Teorem 2.1.2°den, E, kritik noktasinin global asimptotik

kararli olmasi i¢in (L—\t]<0 olmalidir. (3.1.5)' ten

CL—\tf=(N—N)(Qo—1uN—ocA)+
n, (Il_I)|:Bl(N—Il_IZ_A)_(e_i_Sl_I_H)_kIZ}_I_

N (3.3.52)
n2(12_Tz)[eﬁz(N—Ill\;Iz—A)Iz +eII+kIIIZ—(52+M)IZ}+
n3(A_A)|:8111+8212_(0H'“)A:|
dir. (3.3.52)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda
%:—H(N—N)Z—G(N—N)(A—K)

1-¢)B,L |(L+1,+A _ _
L e B
ef,|+ (N-I-L-A) v
+n, N{L . IZ}(N N)(L-1)
—n E _ @ _ BZIZ(N_II_Iz_A) T2
I{N—i_(l S)NTI +(1 8) N }(Il I1)
— EBZI _ —_Sﬁz(N_Il_Iz_A) T\
Il2|: N +93, +u—kI, S }(Iz 12)
+n [64-]([ _%j_,_n {(k+ﬁj+(1_8)BZII(N_II_12_A)}
2 2 N 1 N N
X(Il__l)(IZ_TZ)
— L'y _ Bzfz _ N
Ansn[Br0-0BL] [0 -1a-%
{ 20, nzgﬁzi}(lz—fz)(A—A) (3.3.53)
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yazilabilir. (L—\t] <0 olmasi i¢in,

NI N
- (3.3.54)
<4—“{&+(1—e)[342 +(1—8)BZIZ(N_II_IZ_A)},
9| N IN N
nz(ETszz{Tz_(N IlNIZ A) 2}2
(3.3.55)
4 eB_zll+52+u_k11_8l32(N—1_1—12—A)}
9 N
o <n, 4“(°9°+“), (3.3.56)
ve
[nZ(GkaIZ—SBZTTZ]—nI{(kJr&j (1-¢)B.L —(1-¢)B,1 MH (3.3.57)
N N/ NI N
<%{&+(1_8)[B_2I2%lez(N_L_I )H[EBZ +8 - ki EBZ(N_I1_I2_A)}
9 [N NI, N N
[nSSI—n (Bl Le)BL H (3.3.58)
N NI
<4n2n3(a+p){[3: (1 E)B__ +( )Bz (N_Il_Iz_A)}
9 N N N

{nﬁz —“2?'?212} < 4n2“3(“+”)[eﬁ_21 48, 4pky P (N=L - _A)} (3.3.59)
N 9 N N

olmalidir. Esitsizliklerin sol tarafinin maksimum degeri, sag tarafinin minumum degeri

dikkate alinip diizenlemeler yapilirsa kararlilik sartlar

eB, [r~  ~72 _4un
nz[?}[lﬁl] <5 (3.3.60)
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{n{eﬂd*_%}nl{(l_g)ﬁmmg_(1—8)_BJZH

N NT,
< dmn,m &+(1—e) .1
9 |N NT,

(3.3.61)

seklinde elde edilir.

Boylece (3.3.60) ve (3.3.61)’den (11—\: <0 yazilabilir. Bu da ispati tamamlar.

Ornek 3.3.1. (3.1.5) sistemi icin parametre degerleri Q,=2000, pn=0.02,
B,=15PB,=05a=1, §=0.2,8,=0.1,6=0.01, 8=0.015, k =0.00001 ve baslangi¢
kosullar N(0)=10000, 1,(0)=5000, I,(0)=1000, A(0)=200 seklinde alinsin. Mavi
renkteki grafik S popiilasyonunu, kirmizi renkteki grafik I, popiilasyonunu, yesil

renkteki grafik I, popiilasyonunu, sar1 renkteki grafik A popiilasyonunu temsil

etmektedir.

14000 - w -

12000 - .
10000 - .

8000 - - i

popllasyon

6000

—T
|

4000 - ]

2000 - .

O | | | | |
0 10 20 30 40 50 60

Zzaman

Sekil 3.2. Q, =2000 i¢in S,I,,I, ve A popiilasyonlarinin zamana goére degisimi
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Sekil 3.2.”de pozitif E kritik noktasi yerel asimptotik kararli bir davranis

gostermektedir. Alinan bu degerlere gore dort popiilasyon sinifinin mevcut oldugu fakat

hastaligin belirli bir dengede tutulabildigi seklinde bir yorum yapilabilir.

Ornek 3.3.2. Q,=0, u=0.02, B,=15p,=050a=1, § =02, §=0.1, €=0.01,
0=0.015, k =0.00001 degerleri ve N (0)=10000,
1,(0)=5000,1,(0)=1000,A(0)=200 baslangic kosullar1 igin (3.1.5) denklem

sisteminin grafigi Sekil 3.3’te verilmektedir. Mavi renkteki grafik S popiilasyonunu,

kirmizi renkteki grafik I, popiilasyonunu, yesil renkteki grafik I, popiilasyonunu, sar1

renkteki grafik A popiilasyonunu temsil etmektedir.

10000

9000
8000
7000
6000

[
5000

poptlasyon

4000

3000

2000

1000

40 50 60

Zaman

Sekil 3.3. Q, =0 icin S,I,,I,ve A popiilasyonlarinin zamana gore degisimi

Bu ornekte, hassas birey popiilasyonuna hastaliga sahip olmayan bireylerin katilmadigi,

yani Q, =0oldugu durum goz oniine alinmugtir.
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Ornek 3.3.3. Q,=2000, u=0.02, B,=1.5,B,=0.5a=1, § =02, §,=0.1,
€=0.01, degerleri ve N (O) =10000, I, (O) =5000,1, (0) =1000, A(O) =200 baslangig¢

kosullart icin Sekil 3.4 goz Oniine alinsin.

000

500

2000

FR00

7000

1,

G500

000

5500 =

5000 L ! ! 1 !
0 10 20 a0 40 50 &0

Zaman

Sekil 3.4. 6=0.015 k=0, 6=0 k=0ve 6=0.015 k=0.00001 i¢in I,
popiilasyonunun zamana gore degisimi

O vek' nin farkli degerleri icinl, popiilasyonunun zamana gore degisimi goriilmektedir.
Kirmizi renkteki grafik =0 k=0, mavi renkteki grafik 6=0.015 k=0, yesil
renkteki grafik 6=0.015 k=0.00001 parametre degerleri i¢in c¢izdirilmistir. Farkli

0 vek'degerleri icin E, kritik noktasinin yerel asimptotik kararlilig1 goriilmektedir.

Ornek 3.3.4. Q,=2000, u=0.02, B, =1.5p,=05 a=1, § =02, 3, =0.1,
£=0.01 degerleri ve N(0)=10000, I,(0)=5000,1,(0)=1000,A(0)=200 kosullari

icin Sekil 3.5 dikkate alinsin.
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Sekil 3.5. 6=0.015 k=0, =0 k=0ve 6=0.015 k=0.00001 i¢in I,
popiilasyonunun zamana gore degisimi

Sekil 3.5. ©vek' nin farkli degerleri icin I, popiilasyonunun zamana gore degisimini

gostermektedir. Kirmizi renkteki grafik 0=0, k=0, mavi renkteki grafik
6=0.015k =0, yesil renkteki grafik 6=0.015 k =0.00001parametre degerleri i¢in I,

popiilasyonunun zamana gore degisimini gostermektedir.

Ornek 3.3.5. Q,=2000, u=0.02, B,=1.5,B,=0.5a=1, § =02, §,=0.1,
€=0.01 degerleri ve N(O) =10000, I, (0) =5000,1, (O) =1000, A(O) =200 kosullar1

icin Sekil 3.6. elde edilir.
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Sekil 3.6. 6=0.015 k=0, 6=0 k=0ve 6=0.015 k=0.00001 icin AIDS
popiilasyonunun zamana gore degisimi

Sekil 3.6. Ovek' nin farkli degerleri i¢in A popiilasyonunun zamana gore degisimini

gostermektedir. Kirmizi renkli grafik 6=0, k=0, mavi renkli grafik 6=0.015k =0,

yesil renkli grafik 6=0.015 k =0.00001parametre degerleri i¢in A popiilasyonunun

zamana gore degisimini gostermektedir.

Ornek 3.3.6. Q,=2000, =002, B, =15 0=1 & =02, 5,=0.1, e=0.01,

6=0.015, k=0.00001 degerleri ve N(0)=10000,I,(0)=5000, I,(0)=1000,

A(O) =200 kosullar1 icin Sekil 3.7 elde edilir.
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Sekil 3.7. B, =0.5ve B, =0icin AIDS popiilasyonunun zamana gore degisimi

Burada (t,A) i¢in B, 'nin farkli degerleri g6z 6niine alinmustir. Kirmizi renkteki grafik
B, =0.5icin, yesil renkteki grafik B,=0i¢in A popiilasyonunun zamana gore
degisimini gostermektedir. B, =0 olmas1 halinde E,denge noktasi 1600 civarinda iken
I, ve I, popiilasyonlari arasindaki etkilesimin mevcut olmasi ile (3, =0.5) AIDS

popiilasyonunda artis meydana gelecegi goriilmiistiir.

Ornek 3.3.7.
Q,=2000,u=0.02, B, =1.5, B, =0.5,8,=0.2, 8, =0.1,£€=0.01, 6=0.015,

k =0.00001 degerleri ve N (0)=10000,1, (0) =5000,1, (0) =1000, A (0) = 200

kosullari icin Sekil 3.8 incelensin.
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Sekil 3.8. aa=1ve o =0.4icin AIDS popiilasyonunun zamana gore degisimi

Kirmizi renkteki grafik o= 0.4i¢in, yesil renkteki grafik ao=1icin A popiilasyonunun
zamana gore degisimini gostermektedir.ow , AIDS in sebep oldugu 6liim orani olarak
tanimlanmistir. Bu oranin yiiksek olmasi, AIDS tedavisi siirecinde hasta kaybinin da
yiiksek olacagi anlamini tasimaktadir. Bu durumda AIDS popiilasyonun da azalma
olacaktir. Tedavinin olumlu gelisimi ¢ parametresinin kiiciik olmasina karsilik
gelmektedir. o=0.4 icin AIDS popiilasyonunun 4000 civarinda, o=1icin 1500

civarinda oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.3.8. 1=0.02,B,=1.5B,=05a=1,5=02, §,=0.1, £¢=0.01, 6=0.015
degerleri ve N (O) =10000, I, (O) =5000,1, (0) =1000, A(O) =200 kosullar1 i¢in  Sekil

3.9 elde edilir.
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Sekil 3.9. Q, =2000ve Q, =4000i¢in AIDS popiilasyonunun zamana gore degisimi

Kirmiz1 renkteki grafik Q,=4000 icin, yesil renkteki grafik Q,=2000i¢in A
popiilasyonunun zamana gore degisimini gostermektedir. Q,hassas birey sinifina dahil
olan bireyleri temsil etmektedir. Q,=20000lmas1 halinde AIDS popiilasyonu 1500

civarinda iken Q, =4000 icin bu saymnin 4000 civarinda olacag: goriilmektedir.

3.4. Degerlendirme

Dikkate alinan (3.1.5) diferansiyel denklem sisteminin kararlilik analizi yapilmistir.
Hasta oldugunun farkinda olan bireylerin gerekli 6nlemleri almasi, test taramasi sonucu
HIV-1’ e sahip oldugunun farkina varmasi, hasta oldugunu bilen bireylerin hastalig1
bulagtirma oraninin yeterince kiiciik olmasiyla, HIV hastaligi endemik kritik noktasi

civarinda olacaktir.

Elde edilen bagintilar baz1 parametrelerin 6nemini vurgulamaktadir. Boylece, bireylere
uygulanan yillik saglik taramasinin sik yapilmasi, hastanin HIV-1" e sahip oldugunu
erken asamada bilmesi, HIV-1’ e sahip kisilerin hastaligi baska kisilere bulastirmamasi

sistemin kararliligini etkileyen énemli parametrelerdir.
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4. BOLUM

HIV EPIDEMISININ PARCALI SABiT ARGUMANLI
MATEMATIKSEL MODELI VE KARARLILIK ANALIZi

Bu bolimde HIV epidemisi, parcali sabit argiimanli lineer olmayan diferansiyel
denklem sistemi seklinde bir matematiksel model olarak olusturulmustur. Insan
popiilasyonu, ortiisen jenerasyonlu bir popiilasyon oldugundan dogum ve Oliim gibi
parametrik olciiler i¢in siirekli t zamani1 géz Oniine alinmalidir. Epidemik hastalikta, bir
bireyin digerine bu hastaligi bulastirmasi ve hastaligin ilerleme safhasi1 belirli zaman
dilimleri igerisinde gerceklestiginden, bu ve benzeri biyolojik sathalar icin parametrik
Olciiler ayrik t zamanda tamimlanmalidir. Bu sebeple, bu boliimde olusturulan
matematiksel model ayrik zamani ve siirekli zaman dilimini birlikte kapsiyor olacaktir.
Calismamizda, olusturulan bu modelin pozitif denge noktasi civarindaki yerel ve global
kararlilik analizi tizerinde durulmustur. Elde edilen teorik sonuclar, Hindistan’da HIV
epidemisi ile ilgili veriler goz Oniine alinarak irdelenmis [11], simiilasyonlarla elde

edilen teorik sonuglarin tutarliligi analiz edilmistir.
4.1. HIV Epidemisinin Matematiksel Modeli

Bu kisimda, epidemik hastaliga sahip olmayan, hastaliga sahip olan fakat hasta
oldugunu bilmeyen, hastaliga sahip olan ve hasta oldugunu bilen bireylerin zamana gore

degisimini gosteren bir diferansiyel denklem sistemi olusturulmustur.
S : Duyarli birey sayisi (epidemik hastaliga sahip olmayan insan popiilasyonu)

I, : HIV hastaligina sahip fakat bunu bilmeyen popiilasyon

I, : HIV hastaliga sahip ve bunu bilen popiilasyon
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1, : S popiilasyonunun biiyiime orani

p,: S popiilasyonuna dahil olan yillik hassas birey orani

B,: I, popiilasyonunun, S popiilasyonuna HIV hastaligini bulagtirma orani
B,: I, popiilasyonunun, S popiilasyonuna hastaligi bulastirma orani

o, : S popiilasyonunun dogal sebeplerden kaynaklanan 6liim oran

olmak {izere t zamana gore S popiilasyonunun zamana gore degisimini veren denklem

< =8(0)5 (, —erS() B ([1]) oL (1]) @)
seklinde yazilabilir.

1, : I, popiilasyonunun biiyiime oran
o, : I, popiilasyonu i¢in dogal sebeplerden kaynaklanan 6liim orani

© : Belirli rahatsizlik belirtileri sonucu uygulanan tibbi takiplerin neticesinde I,

sinifindaki bireylerin hastaliga sahip olduklarin1 6grenme orani

v: I, simifindaki bireyin I, sinifindaki birey ile etkilesimi sonucu bu hastaliga sahip

oldugunun farkina varmasi orani

€, . I, smifindaki bireylerin S siifindaki bireylere hastaligi bulastirmalar1 sonucu S

sinifindaki bireylerin HIV’e sahip olduklarinin farkina varmalart orani

€,:I, siifindaki bireylerin S sinifindaki bireylere hastaligi bulastirmalari sonucu S

sinifindaki bireylerin bu epidemiye sahip olduklarinin farkina varma oram

olmak iizere, I, popiilasyonunun zamana gore degisimini veren denklem

%: L(0)r, (101, (6) +B, (1-€,)S([t]) =7, ([¢]) -1, ([¢]) + B, (1—&,)S([e]) L, ([t])) (4.1.2)
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seklindedir.

r,: I, popiilasyon sinifindaki bireylerin biiylime orani
o, : I, sinifindaki bireylerin dogal sebeplerden kaynaklanan 6liim orani
olmak iizere I, popiilasyonunun degisimini veren denklem

%=Iz ()5 (1= o, (6) +B,e,S([t]) + 1, ([t]) +on ([e]) +BeS(()L ([t]))  4.1.3)

seklindedir.

(4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) denklemleri birlikte gz 6niine alindiginda, HIV epidemisinin

matematiksel modeli

ds
E_
% = Il (t)rz (1—06211 (t)+Bl (1_81 )S([t])_'ylz ([t])_ell ([t])+Bz (1_82)8([t])12 ([t])) (414)
dI,
dt

S(t)rl (pl _(X‘ls(t)_BlII ([t])_lez ([t]))

=1 (05 (1=l (6) +Boe,S([e])+ 1, ([t]) + 6, ([e]) + B S (D)1 ([1]))

seklinde yazilabilir. Burada[t] , te [0, o0) i¢in t'nin tam degeridir.
4.2. HIV Epidemik Modelinin Pozitif Denge Noktasi

Bu modelde 1, 1,, 1;, P, Oy, O, 0, B, B,, v, 0, €, € pozitif reel sayilar, [t],
te [O,oo) icin t’ nin tam degeri ve t zaman gostermek iizere, te [n, n +1) alt araliklarda

(4.1.4) sisteminin fark denklem sistemi olarak elde edilen ¢oziimleri dikkate alinmis ve
elde edilen bu ¢oziim sistemi icin kararlilik analizi yapmak i¢in 6ncelikle pozitif denge

noktasi bulunmustur.

Simdi (4.1.4) denklem sistemini gbz Oniine alalim. (4.1.4) denklem sistemi, n=0,1,2,...

ve te [n, n+ 1) olmak iizere



52

ﬁ =r (pl —OLIS(t)—BIII (n)_lez (n))dt

%:rz(l—(lel(t)+Bl(I—SI)S(H)_YIZ(H)—GII(n)+B2(1—82)S(n)12(n))dt (4.2.1)

Id?t) =T, (1—06312 (t)+B,e,S(n)+71, (n)+6I (n)+B,eS(n)T, (n))dt

seklinde yazilabilir. Buradan ise

th.[l[rl (pl —0,S(m)—PB,L,(n)—P, L, (n)ndml

t
Ijl(rz(l—oczll (my+B, (1-¢,)S(n)~yL, 61, (n)+B, (I, )S(n)IZ(n))jde[

(4.2.2)

t
{Ijl(g(1—0c312(m)+BZ£ZS(n)+yII(n)+611(n)+BISIS(n)Il(n)))dm}

elde edilir. Bu durumda, eger S(0)>0, I,(0)>0, 1,(0)>0, ise (4.1.4) diferansiyel

denklem sisteminin ¢6ziimii olan (4.2.2)’de pozitif olacaktir.

Ayrica, (4.1.4) diferansiyel denklem sistemi n <t <n+1 olmak iizere

ﬁ_1‘2 (1_131 (I—SI)S(H) _le (n)—@Il (n) +I32 (I—EZ)S(H)IZ (n))Il (t) :_azrzll(t)z (4.2.3)

St (1B () +41, (1) 01 () +BeS(0n) 1 () (0 =0kl ()

seklinde yazilabilir. Bu sistemdeki her bir diferansiyel denklem bir Bernoulli

diferansiyel denklemidir. (4.2.3) diferansiyel denklem sisteminin her bir denklemi icin

sirastyla U(t)=S(t)™", V(t)=1(t)", K(t)=L(t)"', doniisiimleri yapilirsa (4.1.4)’ten



Cll_[tj—i_rl (p1 -B.L (n)_BZIZ (n))U(t) = oL

Cll_lf+r3(1+5282s(n)+711(n)+911(n)+BIaS(n)Il(n))K<t> =
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Cii_\t/—i_rz (1—31 (I—EI)S(H)—YIZ (n)_ell (n)+Bz (I—EZ)S(n)IZ (n))V(t) =,1, (4.2.4)

seklinde bir lineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.2.4) sisteminin

te[n,n+1) igin ¢oziimii

_ S(n)U,

S“)_U%—aﬁm»eﬂ“+a§m)
L(n)U,

I =

(0 (U, —o,I,(n))e ™" +a,]1,(n)
L(n)U,

1 =

(V) (U, —a,l, (n))e_r3U3 + o1, (n)

olmak iizere, t - n+1 i¢in

S()U,
(U, —a,S(n))e™™ + o, S(n)

S(n+1)=

L(n)U,
(U, -, (n))e™ + a1, (n)

L(n+1)=

I,(n)U,
(U, —o,L,(n))e™ + 0,1, (n)

L(n+1)=

fark denklem sistemi elde edilir. Burada,

U, =p, =B (n)-B,1, (n),

U, =1+B,(1-¢,)S(n)—"L, (n)—-06L (n)+p,(1—¢,)S(n)1, (n)
U, =14B,&,S(n)+11, (n)+06] (n)+p,eS(n)L, (n)

dir.(4.2.6) sisteminin taniml1 olmasi icin

4.2.5)

(4.2.6)
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p, =B (n)=B,L (n) #0
1+B,(1-¢,)S(n)=yL,(n)—6L (n)+P,(1—¢,)S(n)L,(n) =0 4.2.7)

1+B,&,S(n)+1, (n)+61 (n)+pB,eS(n)L (n)=0

kosullarinin ayn1 anda saglanmasi gerekir. (4.2.5) sistemi belirli bir alt aralik i¢in (4.1.4)
denklem sisteminin ¢Oziimiidiir. Bu sebeple (4.1.4) sisteminin ¢oziimlerinin global
davranisimi incelemek icin (4.2.6) fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin davranisi
incelenmelidir. Bu durumda (4.2.6) icin elde edilen sonuclar ayni zamanda (4.1.4)
diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimleri icin gecerli olacaktir. (4.2.6) fark denklem
sisteminin kararlilik analizini yapmak i¢in Oncelikle bu sistemin denge noktalarini
bulmak gerekir. Bu sistemin denge noktalar1 ayn1 zamanda (4.1.4) denklem sisteminin

kritik noktalaridir.

Tanim 2.1.10’u dikkate alarak asagidaki sistemi ¢6zelim. Buna gore,

B.L (n)+B,L, (n)+a,S(n)=p,
L ()@ + 0+, (n) B, (1-€,)S(n) P (1-€,)S(n)1, () =1 @2
oL, —B,&,S(n)—=(y+0)L, (n)-PB,gS(n)L (n)=1

denklem sistemi elde edilir. (4.2.8)’in ikinci ve iiciincii denklemlerinden

Il(n)((xz +e)+712 (n)_Bl(l_El)S(n)_Bz (I—EZ)S(H)IZ (n)

(4.2.9)
= 0,1, —B,,8(n) = (v+0)1, (n)-B,eS(n)I, (n)

yazilabilir. Bu esitlik diizenlenirse
(o, +20+7)1, +(y—0,) L, +(B.e, —(1-€,)B,)S+(Be L, - B, (1-¢,)1,)S=0 (4.2.10)

elde edilir. (4.2.8) sisteminin birinci denklemi

Iz(n):%s_BlIl @.2.11)

seklinde olsun. Bu esitligin (4.2.10)’da yerine yazilmasiyla
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((Bz (062 +29+Y)_B1 (Y_a3))11 (n)+P1 ('Y_Ocs))
+(B, (B, =B, +Be, ) — o, (Y—a;) +B,Be T )S(n) (4.2.12)
—B, (1_82)(131 _als(n)_Blll)S(n) =0

elde edilir.

(4.2.12)’den denge noktasini bulmak icin olusturulacak olan bagintilarin [11] deki

demografik verilerle tutarli olmas1 gerekmektedir. Bu sebeple

i B, =3B,

.. o (OL3 B Y)
11 < |/
)P, 3-4e,

1il) € =€,

iv) g #(1-¢,)

kosullar1 dikkate alinmal1 ve ilave olarak denge noktasinin pozitif olmasi i¢inde
v) (1-¢,) (o, +20—2y+30,) >3 (0, —7)

vi) o, >y

vii) € =¢, <0.75

viii) 0>y

kosullar1 mevcut olmalidir.

Bu durumda o, >y olmak lizere (4.2.12)’den

_ p1(0°3_7)
Il(n)_Bz(OC2+29—2’y+3OC3) 4.2.13)

elde edilir.
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Yine 0> icin

(o, +20 27+ 30, ) (@, (o, —v)— B3 (3-4¢,))

p, > 4.2.14)
OB ((1-€) (o, +20—2y+30,)-3(a, — )
olmak iizere (4.2.12)’den
S(n):—B2(3_481)+&—£ 3P (% =7) b J 4.2.15)
o (l-g) o |(o(1-¢g)(o,+20-2y+3a,) B,(1-¢,)
bulunur. (4.2.13) ve (4.2.15) esitlikleri (4.2.11)’de yerine yazilirsa
o, —7)—(3-4¢,)B,’ 3p, (o, —7)e
Iz(n)zal( 3 72) ( 1)B, + p, (0, - 7)€, (4.2.16)
B, (1-¢,) B,(1—¢,)(a, +20—27+3a,)

elde edilir. Boylece (4.2.6) denklem sisteminin pozitif denge noktast,

§:[32(3_481)+&_ 3p1(a3_7) + o, —Y
a,(1-¢) o (o (1-g)(o,+20-2y+30,) B,(1-¢)
1= Pl(az_'Y)
"B, (o, +20-27+30,)
Tzzal(a3_7)_(3_481)322+ 3P1(O°3_'Y)81
B,’ (1-¢,) B,(1—¢,) (o, +20—27+3a,)

olmak iizere X =(S,T,T,) dir.
Elde edilen pozitif denge noktasi civarinda (4.2.6) sisteminin lineerlestirilmesi i¢in
_ all a12 a13
I(X)=|a, a, a, (4.2.17)

a3 Az Ay

Jakobiyen matris dikkate alinacaktir. Burada
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a,=¢ ', a,= o ydy3 = o )
1 1
. _{352(1 g)+B, (1 82)12}{1 e rzUz} . :(9+062)e_r2U2 0
21 o, >y o,

a _(‘Y"‘Bz(l_ez)s)(l_e_rZUz) a _(B2€2+362(1_82)11)(1_3_%%)
23 o, s 931~ o,

(v+0+3B,eS)(1-e™")
;= > d33 =€
(X'3

dir. (4.2.17) Jakobiyen matristen, (4.2.6) sisteminin karakteristik denklemi

3
A - (an +a,, +ay ) - (azzazz taja, +a3a,;—a,,a, —a,,a;; —a,a5 )7"
(4.2.18)
_(311322333 +a5a,8,;+2,38,a;, —a,,35,8,; —2,,3,,5; — a31a13a22) =0

elde edilir.

4.3. (4.2.6) Fark Denklem Sisteminin Pozitif Denge Noktalarinin Yerel ve Global

Kararhhgi

Bu kisimda, (4.2.6) fark denklem sisteminin yerel ve global kararlilik analizleri
yapilacaktir. Teorem 4.3.1, Teorem 4.3.2 ve Teorem 4.3.3’nin ispatlart i¢cin (i)-(viii)

sartlarinin mevcut oldugu kabul edilecektir.

Teorem 4.3.1. (4.2.6) fark denklem sisteminin pozitif denge noktast X = (§,I,T2)

olsun. Ayrica

(0(2 +2e_2y+30‘3)(a1 (063 _Y)_B§(3_481))
Bz ((1—81)(0(2 +2e_27+30‘3)_3(0‘3 _7))

P

4.3.1)
(o, +20-2y+ 30c3)(0c1 (1-¢,) (o, —v)+30g, (o, +7)—3¢,B5 (3—481))
) 3B, ((1-¢,) (o, +20—2y+3a, ) —3(o, — 7))

ve
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o,0,0
Bz <\/3(1_£1)(a211 —06312) 432

kosullar1 saglansin.

o,B,’ (g, +3(1-¢,)1,) +oy0,0 (4.3.3)

a 0, 0y +Bza2 (82 +3(1_£2)11)+3322a3 (3(1_81 )+(1_82)12)_a1 (’Y+e+3BZ€lS)(_"{+BZ (1_82)5)

olmak tizere

E>lln(K) (4.3.4)
I‘1
3(=y+B,eS)+ —
L[ 3rBes)+a, <U2<lln(wj 4.3.5)
T, 3(—y+B,ES)+0 T, 0
E>lln v+6+3B,eS+30, (4.3.6)
1, Y+6+3B,€S

ise, bu taktirde (4.2.6) sisteminin pozitif denge noktasi yerel asimptotik kararhdir.

Ispat: Teoremin ispat icin Schur-Cohn kriterinden faydalanilacaktir. Eger asagidaki
sartlar saglaniyor ise (4.2.6) sisteminin pozitif denge noktasi yerel asimptotik kararhidir.

Bu durumda

i) pHh=1- (an ta, tas, ) - (a3zaz3 +a,,a,, +a5a,;-23,,3,, —a;;a3; — a5 )
_(311322333 +a52,8,;+238,8; —2,,a3,3,; —2,3,855 — a31a13a22) >0

.o 3 _

ii) (_1 )P (_1) =1+ (all ta,, ta ) - (332323 ta,a, +aja,;-2a,,a,, —a,,a3; — 2,35 )

+(anazza33 +a5a,8,;+2,;8,,a;, —a,,85,8,; —2,,3,,a5; — a313113322) >0
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1- (_ (auazzaas ta52a,8,;+2,3a,a; —a,33,a,; —2,,3,,353 —2523a,, ))
> ‘_ (235855 +2,,8,, +a58,; =285 — 2,35, = 3525)

iii)

- (_ (311822333 +a;a,,a);+a,3a,,a;, —a,,a5,8,; —2,,3,a;; —a5;a,;a), ))

(_(an tay, tagy ))‘
saglanmalidir.

(i) ve (ii) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa
2-2 (aszaz3 Ta5,8y Ta58;3 =8,,8y —a;;833 ~ Ay, ) >0
elde edilir. (4.3.7) esitsizliginin diizenlenmesiyle
a3, +2a,8, +a3,a,; <l+a,a, +a,,a;;+a,ay,
dir. (4.3.8)’den

{oq(v+9+352818)(—v+62(1—82)8)—3%622(3(1—81)+(1—82)Iz)—%ﬁf(€2+3(1—€2)11)}
+30,B.7 (3(1-¢,) +(1-8,))L, + 0o, (e, +3(1-,)1,)}e ™V

+—0y (7+0+3,6S)(~y+B, (1-¢,)S) +30:B,°3(1-¢,) +(1-¢,) L} ™
+—0oy (v+0+3B,6S)(~y+B, (1-€,)S) +0u8,’ (e, +3(1-&, ), )}

Hot (v+0+3p,28) (4B, (1-,)S)}e 2™

{30p2(3l1-8 ) H{1-e L e e +{w;<e2+s<1—e2>11>}efwle-@‘%

r‘st

< 0,0L,01, — 04040 —oy0n0e ™ + 040 (6401, )€

—13Us

o0t (0+0r, ) ™e ™ +aya0ue e
yazilabilir. Bu durumda,
o, 0,0 + 0B, 7 (€, +3(1—¢, )1, ) >0

ve
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(4.3.7)

(4.3.8)

(4.3.9)

(4.3.10)



o0, (040, ) +30,8,7 (3(1—¢, ) +(1-¢,)1,) >0
olmalidir. Ayrica, 30, > o, olmak iizere

(o, +26—27+30c3)(0c1 (o, —y)—B§(3—4£1))
Bz ((1—81)(062+29—2’y+3063)—3(063 _'Y))

P

(az +29—27+30c3)(0(1 (1_81)(()‘2 _Y)"'?’algl (063 _V)_?’Sﬁi (3_481))
<

3B281 ((1_81)((12 +29—27+30c3)—3(oc3 _7))

esitsizliginden

S<a‘2_y< a3+y

3[3281 Bz (1 —§ )
(4.3.13)

yazilabilir. Bu ise

(v+0+3B,eS)(-v+B, (1-¢,)S) < (8+0,) s
4.3.14)

esitsizligini dogrular.
Simdi (4.3.9)’daki
—o, (Y+0+3B,S)(—7y+B, (1-¢,)S) < -3a,8,* (3(1-¢,) +(1-¢,)L,)
ve
—o, (Y+0+3B,€S)(-y+B, (1-¢,)S) < —a,B, (g, +3(1-¢,) ) — 0,0
esitsizlikleri birlikte dikkate alinsin. Buradan

30,8, (3(1-¢,) +(1-¢,)1,) > a,B,” (g, +3(1-¢,) ) + ba,0x,

yazilabilir. (4.3.17)’in diizenlenmesi ile, 3o, > o, ve

60

(4.3.11)

(4.3.12)

(4.3.15)

(4.3.16)

(4.3.17)
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o, 0,0
B >\/ 13 (4.3.18)
’ 3(1—81)(06211—06312)
oldugundan
Bzz (9OL3 (1_81 ) — 0,8, ) +3Bzz (1—81)(06211 - (X3IZ)—OLIOL39 >0
(4.3.19)

elde edilir. Bununla birlikte

{0, (v+0+3BeS)(-y+B, (1-¢,)S)-30B,” (3(1-¢,) +(1-¢,)1,)

—a,B,” (g, +3(1-¢,) 1, )} +{3a,B,> (3(1-¢,) +(1-¢,)1,)

(4.3.20)
+a,B8,7 (€, +3(1-¢,)1, )} e iU
< oL0L,00 — 0,0, 0e 1Y
esitsizliginden,
U, >11n(1<) (4.3.21)
rl
bulunur.

Pozitif denge noktasinin yerel asimptotik kararlilik sartlari icin son olarak (iii) kosulu

incelenecektir. Buna gore,

C, =2,,85a33,12512,,3,; 12,353,325, —2,,23,8,; —a,38,,a33; —a53;33,,,
C, =ajnay +a,a, +asa;;—a;d, —a,,a;; —a,as;,

C;=a, +a, tay;
olmak tlizere
1-(¢,)" >|~¢c, —¢,cs| (4.3.22)

kosulu dikkate alinmalidir. (4.3.22) esitsizligi
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¢ (¢, —c;)—c, <c (e, +¢y)+c, <1 (4.3.23)
seklinde yazilabilir. (4.3.23) esitsizliginin saglanmasi i¢in
¢ (¢, +¢;)+c, <0+1 (4.3.24)

gosterilmelidir. Bu durumda ¢, <0, ¢, <1 vec, +c, >0oldugunu gostermek yeterli

olacaktir.
¢, <I i¢in,
a,a,, +a,a, +aa,<l+a,a, +a;a,;+taya, (4.3.25)
dir. Bu durumdac, <1 oldugu agiktir.
¢, <0 icin,
Q1125833 Ta3858y; 72,3833 <a),83a,; T8,85a33 7253333y, (4.3.26)

dir. ¢, +¢; >0 igin,

—2,,8,,85, —832,8,; —8138,,83 <—8,338,; ~A,8,83; ;833 T, +a,, +a,; (4.3.27)
dir.

(4.3.26) ve (4.3.27) taraf tarafa toplanirsa

a, +a,+a; >0 (4.3.28)
elde edilir. (4.3.28)’den
0, <Lt (4.3.29)
L, 0

yazilir.

Avyrica asagidaki sartlarda elde ediliyorsa (4.3.26) saglanir.
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L. —y+B,&S >0 olmak iizere,

a,a,, <a;a, (4.3.30)

olmalidir. (4.3.30)’dan

— 3(-y+B,eS)+a, +06
0, » Ly 2CY+BES) 0, 4.3.31)
T, 3(-y+B,eS)+0
elde edilir.
II. a,;a,, <a,a,, (4.3.32)
olmalidir ve buradan
— 1 +0+3B,6S+3
T, > L[ YHO+3BeS+30, (4.3.33)
I, v+6+3B.€S
dir. (4.3.29) ve (4.3.31) esitsizliklerinden
3(=y+P.eS)+a —
L (v+B.eS)+a, <U2<llne+Ocz
I 3 (_7"' BZSIS) +0 I
(4.3.34)
yazilir.
III.  Son olarak, Qa5 <a3a, (4.3.35)
esitsizligi saglanmalidir.(4.3.33) ve (4.3.34) esitsizlikleri diizenlenirse
3(-y+p.gS)+0
<exp(-nU,) <Y *B:ES) (4.3.36)

0+, 3(-y+B,gS)+0, +6

veE

exp(-1,0,) <| —1HOT3PeS (4.3.37)
v+60+3B,6S+3a,



64

yazilabilir. (4.3.36) ve (4.3.37) esitsizliklerinden faydalanilarak

0+a,)exp(-r,U,)—6
azza33=(( 2) OL( 2 2) jexp(—r3U3)
2

3(-y+B,eS)+6

(6+a,)

. 3(—y+B.eS)+a, +6 - Y+6+3B,€S
a, v+6+3B,eS+3a,
_ 3(v+6+3B,eS)(=v+B,eS) (4.3.38)

(3(=y+B.eS)+a, +0)(y+6+3B,eS+30,)

0+3(-y+B,eS) v+6+3B,eS
+0+3B,eS)| 1- —y+B,gS)| 1- =
(v B¢, )( 3(-y+B,eS)+o, +6 (=v+B.eS) Y+0+3B,eS+3a,

(O Q,

32a23

o

3 (y+6+ 3[32818)(1 - exp(—r3[_J3 )) [(—'y+ B,(1—¢, )S)(l —exp(—rzl_J2 ))J u

(UR 2

elde edilir. Bu ise
a,a,;, <a,a,, (4.3.39)

esitsizliginin mevcut oldugudur ve boylece ispat tamamlanur.
Teorem 4.3.2. {S(n),I,(n),1,(n)} ", (4.2.6) sisteminin bir pozitif ¢oziimii olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
i) Eger

P _[3111 (n) - lez (n) _a’ls(n) >0

1-1,(n) (o, +6) =7, (n)+P, (1-¢,)S(n)+B, (1-¢,)S(n) L, (n) >0 (4.3.40)

1- 0‘312 + BZEZS(H) + (Y"' e)Il (n) + ﬁlgls(n) Il (n) >0
ise, bu taktirde (4.2.6) sisteminin ¢6ziimleri monoton artandir.

ii) Eger
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,S(n)

1>1+4B,(1-¢,)S(n)=061 (n)-vL, (n)+P,(1-¢,)S(n)L, (n) >a,l, (n) (4.3.41)

1>1+B,S(n)+(v+8)1, (n)+BeS(n)1, (n) > a1, (n)

saglanirsa, bu taktirde

0< S(n)<2:

al
mevcuttur.
Ispat:

(i) (4.2.6) sistemi

,0<1,(n)<— ve 0<1,(n)<— (4.3.42)
(X‘Z (XS

S(n+1) 1
S(n)  (U,-aS(n))e™ +0,S(n)
[ (n+1)
= 4.3.43
I(n) (U,-o,]L(n )‘r2U2+ocI ( .
L(n+1) U,
L(n) (U,-o.I,(n))e™ +a,L,(n
seklinde yazilsin.
Ul_a’ls(n):pl_Blll(n)_lez(n)_a’lS(n)>O (4.3.44)
ise
(U, ~e,8(n))(1-e")>0 (4.3.45)
yazilabilir. Bu durumda
1
Stntl) (4.3.46)
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.. L(n+ L(n+ L
dir. Benzer sekilde >1 ve >1 oldugu gosterilebilir.
(n) L(n)
(ii) (4.3.41) esitsizliginden
exp(-p,1,) < exp(—r1 (pl -B.L, (n)-B,1, (n))) < exp(—rIOLIS(n)) (4.3.47)
yazilabilir. (4.3.47) esitsizligi
S(n)U
S(n+1)= (n)_; (4.3.48)
(U,—oS(n))e™ +a,S(n)
denkleminde yazilirsa
S
S(n+1)< (n)p, <P (4.3.49)

(U,—oS(n))e " +aS(n) o

elde edilir. Benzer sekilde 1, (n+1) < 1 ve L(n+1)< L oldugu bulunur.
(X’Z a3

Teorem 4.3.3. f, g ve h fonksiyonlari S(t), I,(t), I,(t) fonksiyonlarma gore

(IcR") siirekli ve tiirevlenebilir olsun. f,g,h:V c (R+)3 —IcR" olmak iizere

(4.2.6) sistemi

t),1,(t)) (4.3.50)

seklinde alinsin. o, >3f,, o, >0 olacak sekilde, eger

20,
3B,

p, —B,L -B,L, < 4.3.51)

ve
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20,

r,0

148, (1-¢,)S(n) =11, (n)-06L (n)+B, (1-¢,)S(n)1, (n) < (4.3.52)

esitsizlikleri mevcut ise, bu taktirde (4.3.50) sistemi I araliginda bir 2’ li devire sahip

degildir.

Ispat: Baslangic kosullar

)=(S(1),1,(1),1,(1))e V (4.3.53)

¢(2(8(0).1,(0),1,(0))) =g(y(1)) = y(0) (4.3.54)

yazilabilir. S(t+1)=f(S(t).I,(t),1,(t)) fonksiyonu bir 2’li devire sahip degilse

x(1) x(1) x(1)
(1 +a_fde %0, (1+a—f}ﬂl #0, J' (1 +a—fjd12 #0, (4.3.55)
x(0) aS x(0) aIl x(0) aIZ

olmalidir. Eger

20, _20
3['))Zrl BZrl

o, >3B, ve p,—B,I, -B,L, < (4.3.56)

ise, bu durumda

of (x)

of (x) of (x)
>0,1+—=>0, 1+——=
oS a1, dl,

1+ >0

olacaktir. Bu ise f(S(t),I, (t),I,(t)) fonksiyonunun bir I araliginda 2’li devire sahip

olmadigini gosterir.
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Benzer sekilde, eger o, >0 ve

2
148, (1-¢€,)S(n) =YL, (n) =6, (n)+B, (1-&,)S(n)L, (n) < r"(‘; (4.3.57)
2
ise, bu taktirde
1+&g_(x)>0’ 1+ag;(x)>0, 1+8g;(x)>0 (4.3.58)
oS dl, al,

elde edilir. Bu durumda I, (t+1)=g(S(t),L (t),I,(t)) fonksiyonuda I araliginda bir

2’li devire sahip degildir.

Son olarak, (4.3.56) ve (4.3.57) kosullarma gore I,(t+1)=h(S(t).I,(t).L,(t))

aha(sx) o 1) o, ()

fonksiyonu icin 1+
y ¢ oI, ]

>0 oldugu goriiliir. Bu ise h

fonksiyonunun 2’li devire sahip olmadigini verir ve ispat tamamlanmis olur.

1 i
A= {O,&j, B= {O,ij, C= {O,—] olsun. Buna gore, X = (S, I, Iz)denge noktasinin
a‘l (X‘Z a‘3
global kararlilig1 icin Teorem 4.3.3” teki hipotezlere ilave olarak
i. fi AXBXC—A
ii. g AxXxBxC—B

. h: AXBxC—=C

fonksiyonlar siirekli olsun.

Sonuc 4.3.1. Eger teorem 4.3.1, 4.3.2 ve 4.3.3’ teki kosullar mevcut ise, (4.2.6)

sisteminin X = (§,I,T2) pozitif denge noktas1 global asimptotik kararlidir.



Tablo 4.1. (4.2.6) sistemi i¢in y1llik parametre degerleri
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Parametreler Degerler
P 2000

Y 0.00001

€ =€, 0.01

a, 0.0748

a, 0.0919

o 0.092

B, 0.171

B, 0.057

0 0.015

T, r, € [0.001,0.01]
L L=n

L, r, =0.001y,
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Asagida verilen ornek icin Tablo 4.1.’den faydalanilacaktir. (4.2.6) sistemi igin
baslangi¢ kosullar S(0)=10000 I,(0)=5000 1,(0)=1000olsun.

Ornek 4.3.1.

populasyon

Sekil 4.1. Hassas bireylerin (S), Hasta bireylerin (I, ), Hasta fakat bunu bilmeyen
bireylerin (I, ) zamana gore degisimi

Burada kirmizi renkteki grafik I, popiilasyonunun zamana gore degisimini, mavi

renkteki grafik S poplilasyonunun zamana gore degisimini, yesil renkteki grafik ise I,

popiilasyonunun zamana gore degisimini gostermektedir.
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4.4. Degerlendirme

Bu boliimde [11]°deki verilerden faydalanilarak olusturulan, parcali sabit argiimanli
matematiksel modelin pozitif denge noktasinin yerel ve global kararlilik analizi
tizerinde durulmustur. Analizler sonucunda elde edilen bagintilar, parametreler

arasindaki iligkilerin sistemin kararliligi icin onemli oldugunu gostermistir. Ayrica,

[11]°deki demografik veriler kullanilarak elde edilen Sekil 4.1. 75 yildan sonra I

popiilasyonunun sayisinda artis  gerceklesecegini, S popiilasyonunda azalma

gerceklesecegini gostermektedir.
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