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OZET

Malignant tiimor ve normal hiicrelerin popiilasyonlar1 arasindaki ¢ekismeden olusan dinamik
sistem hem matematikgilerin hem de tip, biyoloji gibi diger bilimlerin ilgisini ¢eken 6nemli
bir konu olmustur. Ciinkii bu tiir i¢ cekismeli popiilasyon yapilarinda bir degisimin
gozlenmemesi (tiimoriin uyku hali) veya diisilk popiilasyon yogunluklar1 i¢in timor
hiicresinin biiylimesinin engellenmesi hatta gerilemesi olumlu bir klinik vaka olarak kabul
edilmektedir.

Bu proje kapsaminda tiimor-insan viicudu direng sisteminin i¢ ¢ekismesinden olusan
popiilasyon modelleri tizerinde ¢alisilmistir. Bu siiregte, laboratuar verileri ve mevcut literatiir
calismalar1 dikkate alinarak modeller olusturulmustur. GOz Oniine almman timor-direng
sisteminin i¢ ¢ekismesinin tiimoriin diisiik yogunlukta olmasi halindeki yapisit ve davranisi
ayrica incelenmistir. Bdylece erken teshis agsamasinda tiimdriin popiilasyonunun seyri

dikkate alinmistir.

Bu calismada, ortaya konacak modellerin laboratuar verileri ile uyumluluklarinin ve
dolayisiyla basarim performanslarinin artirilmasi amaciyla model parametrelerinin muhtelif

yapay zeka yontemleri ile optimize edilmesi hususu da arastirilmistir.



ABSTRACT

Dynamical system that consists of contention between malignant tumor and normal cells
populations has become an important issue that attracts the attention of both mathematicians
and other sciences such as medicine and biology.Because the absence of chance in such
population structure with internal strife (tumor dormancy) or the inhibiting the growth of
tumor cells for low population densities is recognized as a positive clinical cases.

Within this project, population models that consist of internal strife of tumor-human body
resistance system have been studied.In this process, by taking into account laboratory data
and available literature studies, models have been formed.When tumors have low density,
structure and behaviour of internal strife of tumor-resistance system considered here has been
also investigated.So,in the early detection stage,the course of tumor populations have been
taken into consideration.

In this study,it has been also investigated the optimization of model parameters with the
current artificial intelligence methods in order to increase achievement performances and

compatibility with laboratory data of models to be produced.



1. GIRIS

Malignant tiimdr ve viicudun direng sistemi arasindaki ¢ekismeden olusan dinamik sistem
hem matematik¢ilerin hem de tip, biyoloji gibi diger bilimlerin ilgisini ¢eken 6nemli bir konu
olmustur. Ciinkii bu tiir i¢ ¢ekigmeli popiilasyon yapilarinda bir degisimin gdézlenmemesi
(tiimoriin uyku hali) veya diislik popiilasyon yogunluklari i¢in tiimor hiicresinin biiyliimesinin
engellenmesi hatta gerilemesi olumlu bir klinik vaka olarak kabul edilmektedir. Bu anlamda
aslinda analiz edilen durum, insan viicudunda meydana gelen muazzam direnis ve bu
direnisten viicudun tek bagina galip gelememesidir.

Yapilan incelemelerde tek tiirlin davranisinda lojistik diferansiyel ve fark denklemlerden
faydalanildigi, o6zellikle tiimor hiicresinin modellenmesinde Gompertz modelinin temel
alindig1 ve tiimor ile viicudun direng sistemi s6z konusu oldugunda Lotka-Volterra modelinin
esas alindigr goriilmiistiir. Bu calismada, Oncelikle timoriin iki farkli popiilasyon yapist
gostermesi halindeki davranisini incelenmistir. Daha sonra alt-popiilasyon yapis1 gosteren
timor hiicresi ile birlikte viicudun tepkisini i¢eren modelleme tizerinde durulmustur. Konu ile
ilgili olarak Almanya’da Neurobilim ve Tip Enstitiisii ile gerekli goriismeler yapilmis ve
beyin tiimoriiniin yayilimi ile ilgili ortak c¢alisma yapilmasi karar1 verilmistir. Bu diisiince
dogrultusunda s6z konusu birimlerle isbirligi yapilarak tiimor biiyiimesi hakkinda veriler
temin edilmis, bu verilerle olusturulan model degerlendirilip elde edilen modelde optimum
parametrik degerler yapay zeka teknikleri ile belirlenmeye calisilmistir.

Calisma takviminin ilk alt1 ayinda Jiillich Arastirma Merkezi’ne gidilmistir. Prof. Dr. K.
Langen ile yapilan goriismelerde alt popiilasyon gosteren GBM tiimoéri ile ilgili bilgi
aligverisi saglanmistir. Olusturulacak matematiksel modeller ile GBM tiimor biiylimesinin
mukayeselerinin saglikli gerceklesmesi i¢cin FET-PET Ol¢limiinden faydalanilarak 25 hasta
icin yapilmig diizenli timor biliylimesi dl¢limlerinin verileri aragtirma grubumuza verilmistir.
Bununla birlikte bu siire¢ i¢inde tip ve biyoloji dergilerinde s6z konusu tiimér ile ilgili

literatiirler taramasi yapilmistir [38-42].

Glioblastoma multiforme (GBM), beyin tiimdrleri igerisinde 6liimlere neden olan en tehlikeli
kanser tiiriidiir. GBM tedavisi igin tipik bir yaklagim, cerrahi miidahaleden sonra kemoterapi
ve radyoterapiye bas vurulmasidir [1]. Monoklonal kdkenli tek bir tiimor iginde ise, her biri

farkli biliylime oranlar1 ve tedavi duyarliliklarina sahip birden fazla alt popiilasyonlar



gelisebilmektedir. Bunlar igerisinde ilaca direngli tiimor hiicreleri bu tedavi siirecinde miithis
bir engel teskil etmektedir. [2-5].

Matematiksel modelleme yaklagimlart beyin tiimorlerinin tedavi siirecinde laboratuar
caligmalarin1 destekleyici farkli bakis agilart sunmasi nedeniyle biiylik 6nem arz etmis ve bir
cok arastirmada yer almistir [6-16].

Tiimdr popiilasyon ¢aligsmalari icinde en iyi bilinen model Gompertz modelidir. Burada
V =V,exp (g (1- exp(—Bt))), (1.2)

olmak iizere V tiimor yogunlugunu, V,, t=0 anindaki baslangi¢ yogunlugunu, A ve B
parametreleri ve t de zamani tarif etmektedir [8].

Panetta [7] iki alt popiilasyona sahip bir model gelistirmistir:

(1.2)

{ & (= (D)

% = bydy (O)x + (1, — dy(1))y

olmak {iizere x duyarl (sensitive) hiicrelerin popiilasyonunu, y direngli (resistant) hiicrelerin
popiilasyonunu, 1; Ve r, a sirasiyla bliylime oranlarini, d, ve d, parametreleri de her bir
ilacin tiire olan etkisini vermektedir.

Birkhead ve arkadaslari1 [8] benzer bir calismada, devirli (¢ogalma) ve bekleme (uyku hali)
timor hiicrelerinden olusan modelleme c¢alismas1 yapmistir. Bu modelin Panetta’nin
modelinden fark, duyarli hiicrelerden direngli hiicrelere doniisiim mevcut iken devirli ve
bekleme halindeki tiimorler arasinda doniisiimlerin karsilikli olmasidir.

Ayrik zaman dikkate alinarak tek tiirden olusan popiilasyonlarin modellenmesi May [21],
May ve Oester’de [22] goriilmektedir. Burada K popiilasyonun tasima kapasitesi, r de biiyiime

orani olmak tlizere

dx(t) _ x([tD
a rx(t) {1 - T}, (13)
diferensiyel denklemi g6z oniline alinmis ve elde edilen fark denklem c¢oziimiiniin global
davraniglar1 incelenmistir. Yillar boyunca bu diisiinceden hareketle parametrelere bagl olarak
belirli lojistik denklemler olusturulmus ve bu denklemlerin ¢6ziimlerinin davranislari

incelenmistir. N(t) popiilasyon yogunlugu, r, a ve b pozitif reel sayilar ve te(0,.0) olmak

tizere bir tiiriin popiilasyon modeli



PO = ({1 — aN(®) — bN([D)}, (1.4)

diferensiyel denklemi seklinde temsil edilmis ve (1.4) denklemin pozitif ¢oziimlerinin global
davranigini incelenmistir [23]. (1.5) denkleminin genel hali [24]’te ayrintili sekilde dikkate
alinmustir.

[17]’de t>0, a,B,, B, ve rpozitif reel sayilar olmak lizere

dx(t)

20 = mx(0) (1 - ax(®) — Byx([D) — B,x(It — 11)) (15)

ve [20]°de a,B,,B,, Y, Y, Ve rpozitif reel sayilar, t € [0,00) olmak lizere

T2 = x(0 {r (1 - ax(® = Bx(Ith) — Byx([t = 1)) + v, x(ItD) + v,x([t — 1D} (L6)
lojistik denklemlerin ¢oziimlerinin yerel ve global davraniglari incelenmistir.
1931 yilinda popiilasyon modelleri i¢in 6nemli bir arastirma Allee’nin diisiik yogunluktaki
popiilasyonlarda popiilasyon oraninin azalmasi ile ‘Allee etkisi’nin olustugunu gostermesi idi
[24]. Lojistik modeller, yogunlugun artmasiyla birim bilylime oraninin monoton azaldigini
kabul ederken Allee etkili popiilasyonlarda yogunlugun artmasi ile birim biiylime oraninda
artig, bir maksimum degere ulasma ve daha sonra azalmanin oldugu tespit edilmistir [25]. Bir
cok teorik ve laboratuvar ¢aligmalar1 kii¢lik popiilasyonlarda Allee etkisinin dnemi iizerinde
durmustur (bakiniz [26-35]).
Biyolojik sonuglar, Alle fonksiyonunun asagidaki sekilde tanimlanmasina yol agmistir:
a) Eger N=0, bu taktirde a(N)=0,
b) N € (0, ) i¢in a'(N) >0,
C) limy_,. a(N) = 1 [36].

Allee etkisini dikkate alan bir 6nemli ¢alisma [37]’da goriilmektedir. Burada,
Nip1 = F(Ng Ne_q) (1-7)

olmak lizere genel bir popiilasyon modeli dikkate alinmis, Allee etkili ile Allee etkisiz olmak
tizere pozitif denge noktasinin yerel kararlilif1 incelenmis ve simulayonlarla Allee etkisinin

Onemi gorsel vurgulanmastir.



2. GBM TUMORUNUN KARARLILIK ANALIiZi

Bu kisimda, duyarli ve direngli hiicrelerden olusmak {izere iki alt popiilasyona sahip GBM

tiimor modelinin tasarlanmas1 amaglanmistir. Bu model

N (2.1)

{% = px(t) + r1x())(Ry — ayx(t) — apx([th)) — y1x@y([t]) — dyx(©x([tD)
20 = N2V (Rz = By (®) — B2y ([t) + vax([Dy(® — day )y (IeD)
seklinde olup, t = 0 zaman, Ry,R, a4, a5, By, B2 Y1, p,dy,dp, r; Ve 1, parametreleri pozitif reel
sayilardir. Biyolojik olarak, p parametresi hassas hiicrelerin popiilasyon katsayisini,
a;,0,,B;  ve B, parametreleri de farkli popiilasyonun lojistik denklemlerinin
parametreleridir. y; parametresi duyarli hiicreden direngli hiicreye gegis oranini verirken, d,
ve d, de ilacin her iki hiicreye yaptigi etkiyi gosteren parametrelerdir. R, ve R, parametreleri

ise sirastyla duyarli ve direngli timdr hiicrelerinin tagima kapasitesidir.

Bu modelden elde edilen sonuglar Jiilich Arastirma Merkezi’nden alinan veriler ile test
edilmistir. Burada amacimiz, olusturulan modelin tedavi siiregleri esnasinda elde edilen
veriler ile ilgili tutarliligini irdelemek ve timoér yogunluguna goére olusturulan Allee
fonksiyonun dahil edilmesi ile elde edilen sonuglarla alinan verilerin tutarliligini incelemektir.

t € [n,n 4+ 1) araligiiizerinde (2.1) diferensiyel denklem sistemi

D {p -+ 1yR, — (@51, + dx(n) — 7,y (IO = —ory (x()’

dy 2 (2'2)
Z—{r:Rz — (B,rz + dz)y(m) +v,x() }y(©) = =B, r2(y ()

seklinde yazilabilir. t > n+ 1ve n = 0,1,2, ... i¢in (2.2) denklem sisteminin ¢ézlimleri

p + 1Ry —aprix(n) —y,y(n) —dyx(n) #0 (2.3)
ve
r,R; — B,ry(n) + v,x(n) — dyy(n) # 0 (2.4)

olmak tlizere



x(n+1) = x(n){p+rs Ry~ (azry +d1)x(n)—y, y(n)}
{p+r1R1—(a2r1+d1+u1rl)x(n)—yly(n)}-exp(—{p+r1R1—(a2r1+d1)x(n)—yly(n)})+a1r1x(n)

y(n+1) = ) {rzRa (B2 +5)y () 1, X()

{rsz—(Bzrz+d2+Blrz)Y(n)+“{1X(n)}'6Xp(—{r2Rz—(Bzrz+dz)Y(n)+Y1X(n)})+Blr2Y(n)

(2.5)

dir. (2.1) denklem sisteminin ¢oziimleri global davramis hakkinda herhangi bir bilgi
vermediginden (2.5) ¢6ziimii fark denklem sistemi olarak dikkate alinarak sistemin ¢ézimii

ayrintili incelenecektir. (2.5) denklem sisteminin denge noktalar1 (2.1) denklem sistemi ile

ayni olup

(p+r1R1)Y1 (2 6)

r, >
2 7 Ry(dy+(ag+0a)ry)

olmak tizere (2.5) denklem sisteminin pozitif denge noktasi

u= (%) = ( (p+r1Ry)(dz+B,r2+B,r2)+r2Ry;  1pRp(dy+apry+ayr)—(p+riRy)y, ) 2.7)
’ (d1+a2r1+a1r1)(d2+B2r2+B1r2)+y§'(d1+a2r1+q1r1)(d2+B2r2+Blr2)+y% '

dir. (2.5) sisteminin u noktasi civarinda lineerlestirilmesi ile

2(p+r1R1)yZ+a111(p+r1R1)(d2+B,r2+B,r2)-T2Rpv4 (2dg +2apr1 +aq11)
(d1+u2r1+a1r1)(d2+B2r2+B1r2)+y%
1Ty
Yl(exp(_{Z(D+F1R1)v%+u1r1(p+r1R1)(d2+[32r2+B1r2)—r2R2Y1(2d1+2a2r1+a1r1)}>_1>
(d1+u2r1+u1r1)(d2 +B,r2 +B1r2)+y%
a1Try
{ " 1—eXp(—{2r2 RoyZ+r2 Rz(d1+a2r1+u1r1)[31r2+(p+r1R1)71(2d2+2ﬁ2r2+ﬁ1r2)}>>
(dg+azry+agry)(dz+B,rz+B,r2)+r%

B1r2
2r2R2v%+r2R2(d1+ﬁ2r1+a1r1)ﬁlr2+(D+Y1R1)Y1(2d2+2ﬁzr2+ﬁ1rz)}>_(d +B,r2)

(d1+a2r1+a1r1)(d2+B2r2+B1r2)+y% 2722

Blfz

(d1+u2r1+a1r1)exp<—{ })—(d1+a2r1)

a1 =

A1 =

(2.8)

dz =

(d2+B2r2+B1r2)exp<—{

Az =
olmak tlzere

A — (a1 + az)h + (a0, — aga2,) = 0. (2.9)

karakteristik denklemi elde edilir.

_2(p+r{Ry)y3+ayry (p+r1Ry)(da+B,r2+B,r2)—r2Roy, (2d1 +20,11 +0411)
(d1+azr1+a1r1)(d2 +[32r2 +[31r2)+y%

A

ve



_ 2r2R2'Yi+r2R2 (d1+a2r1+a1r1)[31r2+(p+r1R1)y1(2d2 +2B2r2+B1r2)
(d1+a2r1 +a1r1)(d2 +B2r2 +B1r2)+"{§

B

olmak iizere agagidaki teorem verilmistir.

Teorem 2.1. (2.5) fark denklem sisteminin denge noktas1 (X,y¥) olmak tizere (2.6) kosulu

0171B; 12

(1-exp(—{AD)(1-exp(~{B}))

mevceut olsun. Eger a, > oy ve y, < \/ olacak sekilde

]n (d1+(12r1+(11r1) < A < ]n (d1+(12r1+(11r1)

d1+u2r1 d1+(x2r1—(x1r1

ve

B<ln (d2+[32r2+[31r2)

dz+B,r2

ise, bu taktirde (2.5) sisteminin pozitif denge noktasi yerel asimptotik kararhdir.

Ispat. Lineerlestirilmis Kararlilik Teoremi’nden
|a11 + azzl < 1 + a11a22 - a12a21 < 2 (210)

kosulu
a) la;; + azp| <1+ aj1a;;, —agpa;,
D)1+ ay1a,, —a,a, <2

durumlarina goére incelenecektir.

_ 2(p+r{Ry)y3+0ayry(p+r1Ry)(da+B, 12+, 12)—12Roy, (2d1 +2051 +0411)
(dl +a,rq +a1r1)(d2 +[32r2 +[31r2)+y§

A

>0  (2.11)

ve

_ 2r2R2«{i+r2R2 (d1+a2r1+a1r1)[31r2 +(p+r1R1)yl(2d2+2ﬁ2r2 +Blr2)
(d1+azr1+a1r1)(d2 +[32r2 +Blr2)+y%

B >0 (2.12)

olmak iizere (b)’den

((dl + apry +ogry)exp(—{A}) — (d; + (121'1)) ((dz + Bzrz + Blrz)eXp(—{B}) -

(d2 +B,2))



< ayr1B, s + (1,)° (exp(—{A}) — 1)(1 — exp(—{B))

yazilabilir. (2.13)’ten

(dz +B,r, + Blrz)exp(—{B}) — (dz + Bzrz) >0

ve
(d; + 0pry + ayry)exp(—{A}) — (d; + a,ry) <O
olacak sekilde
d1+(x2r1+(x1r1
A > ln( d1+(12r1 )
ve

In <d2+B2r2+Blr2
dz+B,r2

)>B

yazilsin. Bu durumda

01r1B, 1>

"1 < | o)) (1—exp(-(B))

olmasi halinde (b) saglanir. (a)’dan

—oyrqB 1y — ((dl + 01y + o1y )exp(—{A}) — (d; + (121‘1))

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

((dz + B,rz + B,r2)exp(—(B]) — (dz + B,r2)) + (v,)" (exp(—~{A}) — 1)(1 — exp(—{B}))

< ((d1 + a,ry + o1y )exp(—{A}) — (d; + azH))Blrz + ((dz + Bzrz + Blrz)exp(—{B}) -

d2+B2r2alrl

esitsizligi goz Oniine alinacaktir. Bu durumda a, > a4 olmak iizere

—((d1 + apry +oyry)exp(—{A}) — (d; + 0L21'1)) <oqry

ve

(2.19)



—ayrB, 1z < ((dy + apry + ayry)exp(—{A}) — (d; + a,r1))B, 17 (2.20)

esitsizliklerinden

A<ln (M) (2.21)

d]_ +a,ri—aqrq
elde edilir. Yine (a)’dan

((dy + apry + azry)exp(—{A}) — (d; + (121'1))311’2"'(((12 + B,y + Blrz)EXP(—{B}) -
d2+B2r2alrl

<oyrgBry + ((d1 + 0,1y + oyry)exp(—{A}) — (d; + azr1))

((d +B,rz + B,r2)exp(—(BY) — (dz + B,r2)) =(¥,)” (exp(—{A}) — 1)(1 — exp(—{B}))
yazilabilir.

((d1 + apry +ogry)exp(—{A}) — (d; + azH))Blrz

< ((d1 + 0pry + oyry)exp(—{A}) — (d; + (121'1)) ((dz + Bzrz + Blrz)EXP(—{B}) -
d2+p2r2

ve

((dz + B,rz + B,r2)exp(—{B}) — (dz + B,r2)) < B,
esitsizlikleri (2.12) ve (2.15)’ten dolay1 her zaman saglanir. (2.16) ve (2.21)’den

]n (d1+azr1+a1r1) > A > ln (d1+a2r1+a1r1)

d1+a2r1—a1r1 d1+a2r1

oldugu aciktir. Bu teoremin ispatini1 tamamlar.

Teorem 2.2. Yerel asimptotik kararlilik sartlarinin mevcut oldugu kabul edilsin. Ustelik

2x0))

0 <p+rRy — (opry +dy +oyry)x(n) —y,y(n) < ln( )



ve

2__
0 < ryRp +v,x(n) = (B,ry + B,rz +dy)y(n) < ln( yy(ign))

mevcut olsun. Eger n=0,1,2,... i¢in
x(n) < 2X ve y(n) <2y (2.22)

ise, bu taktirde (2.5) denklem sisteminin pozitif denge noktas1 global asimptotik kararlidir.

Ispat. u = (X,¥), (2.4) denklem sisteminin denge noktas1 olmak iizere n=0,1,2,... i¢in

V(n) = X(n) — w? (2.23)

olacak sekilde uygun bir Lyapunov fonksiyonu secilmis olsun. Fark kavraminin bu

fonksiyona uygulanmasi ile

AV, = (x(n + 1) — x(n)(x(n + 1) + x(n) — 2%) (2.24)
ve
AV, = (y(n+1) —y(m))(y(n + 1) +y(n) — 2y) (2.25)
yazilabilir. Hipotezden
0 < p +ryR; — (0pr; + d; + oyr)x(n) —y,y(n) < In (2’_‘)(‘(’;?‘)) (2.26)
oldugundan
x(n+ 1) —x(n) > 0 (2.27)

elde edilir. Diger taraftan,

x(n) < 2% (2.28)

olmasi halinde

x(n+1)+x(n) —2X<0 (2.29)



esitsizligi saglanacaktir. Bu ise AV; < 0 sonucunu Vverir.

Benzer sekilde

0 <R, +y,x(n) — (Blrz +B,r; + dy)y(n) < In (Zyy_(—ign)) (2.30)

ve
y(n) <2y (2.31)

olmasi halinde AV, < 0 olacaktir.

Teorem 2.3 {(x(n),y(n))}n—o dizisi (2.5) denklem sisteminin pozitif ¢6ziimii olsun.

n=0,1,... i¢in
01r1x(n) < p + Ry — (0pry + dy)x(n) —v,y(n) (2.32)
ve
B ry(n) <rR; +y,x(n) — (Bzrz + dz)y(n) (2.33)

alinsin. Bu durumda (2.5) denklem sisteminin biitiin pozitif ¢oziimleri igin

X(n) E (O, L]'Rl) Ve y(n) E (O’ a1R2r1r2+y1(p+r1R1))

oI alﬁlrer
dir.
Ispat n=0,1,... i¢in a;ryx(n) < p + r;R; — (apr; +dy)x(n) — y,y(n) alinsin. Bu durumda

p + iRy — (apry +dy)x(n) —y,y(n) <p +rRy (2.34)
ve
- (p + r;Ry — (ayr; +dy)x(n) — yly(n)) > —(p +1r1Ry)
esitsizliginden

e—(p+r1R1—(a2r1+d1)x(n)—yly(n)) > g~ (P+r1R1) (2.35)



olacagindan

x(n)(p+r1Rq1)
x(n+1) < {p+11Ry ~(azr1+d)x(m)~y, y(m)}e~P+r1RD +ay ryx(n) (1-e~(P+riRk) (2:36)

yazilabilir. Ustelik,

01r1x(n) < p + 1Ry — (apry +dg)x(n) —v,y(n)

oldugundan
p+r1R1—(uzrljdl)x(n)—vly(n) < alrllx(n) (2.37)
dir. (2.37) esitsizligi (2.36)’da yerine yazilirsa
x(n+1) < ulrlx(n)-e—(p”ff({rgfi:rrllxrz;))(1—8_(p+r1R1)) - p:i{l (2.38)
elde edilir. Diger taraftan, B, r,y(n) < ryR; +v,x(n) — (Bzrz + d; )y(n) oldugundan
r;R; +v,x(n) — (B,r; + d;)y(n) < r,R, + v, x(n) (2.39)
ve
2R, +y1X(n)—1(Bzr2+d2)y(n) < Blrzly(n) (2.40)
yazilabilir. (2.39) ve (2.40) birlikte dikkate alinirsa
y(n n 1) < raRy+y,x(n) 01Rpriry+y, (p+r1Ry) (2.41)

Bir2 01B, r1r2

elde edilir.

Ornek 1. Beyin Tiimoriinde hiicre analizi sonucunda elde edilmis verilerden hareketle
(bakiniz [9]) p=0.192, hassas hiicrede belirli oranda mutasyonun basladig1 yogunluk miktari
R; = 0.42 * 38 negrotik bdlge ve hassas hiicrenin tamaminin tagima kapasitesi , R, = 0.11 *
38 direngli hiicrenin tagima kapasitesidir. Hassas hiicreden direngli hiicreye mutasyon araligi

[107°,107%] olup burada vy, = 0.01 alinmustir.[9]°da direngli hiicre popiilasyonunda



B, = 0.05 ve B, = 0.2 alinip simillasyon calismalar1 dikkate alindig1 i¢in bu ¢aligmada da
ayni parametreler kullanilmigtir. Hassas hiicrelerin popiilasyon oranlar1 yaklasik olarak
[0.5,0.95]araliginda olmasi sebebiyle burada a; = 0.561 ve a, = 0.581 alinmustir. d; =
0.001 hassas hiicrenin terapi esnasindaki 6liim oranini verirken ve d, = 0.0001 de direngli
hiicrenin 6liim oranin1 vermektedir. Her iki hiicre ayr1 popiilasyon oranlarina sahip olup
r =1, ve (1.05) xr = r, dir.

Buna gore baslangigta hassas hiicreler mevcut iken belirtilen 6zellikteki bir beyin tiimoriiniin
zamanla hassas hiicreyi kapsamasi ve yayilmasi beklenir. Sekil 1 ve Sekil 2’de mavi renkteki
popiilasyon hassas hiicrelerin popiilasyonunu gosterirken kirmizi renkteki popiilasyon direngli

hiicreyi vermektedir. Sekil 3 ve Sekil 4’te y, = 0.00001 secilmistir.
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Kisim 2’de dikkate alinan modelde yogunlugun en diisiik seviyede oldugu anda birim biiylime
oraninin en yiikksek degere sahip oldugu ve yogunlugun artmasi ile de monoton azaldig

goriilmektedir. Bu durumda, her iki popiilasyon icin

@) ()
a, (x([tD) = ll)j-x([[t]]) ve ay(y(Ith) = ll}j-y([[t]]) (2.42)

olmak tizere Allee fonksiyonlari denklem sistemine dahil edilecektir.  Bu Allee
fonksiyonlarmin dahil edilmesi ile beklenen sonug, yogunlugun artmasi ile 6nce birim
biliylime oraninda monoton artis, maksimum degere ulasmast ve daha sonra da monoton
olarak azalmasidir. Bunun anlami, belirli bir yogunluga kadar (maksimum degere ulagincaya
kadar) Allee fonksiyonu barindirmayan modellemelerin biyolojik gerceklerle uyusmadigi,
fakat s6z konusu maksimum yogunluk degerinin ulasilmasi ile de Allee fonksiyonu igeren bir
modellemenin bu fonksiyonu icermeyen bir modelleme ile dikkate deger bir farkliliga sahip
olmayacagidir.

(2.1) denklem sistemi tekrar géz oniine alinsin. Buna gore,
= 209 (X + xR, — 6x(0) — ax(ID) = 1xOY (D — duxOx(@D) -
Y = 2, (r2y® (Ry = BLy(®) — B,y (ItD)) + v, x([EDy(® — doy(®)y(ItD))

olmak lizere

1dx

~30 = &y =a1()(p + 11 (Ry — (01 + 05)%) — v,y — dix) (2.44)
ve
%% = g(X' Y) = aZ(y)(rz (RZ - (Bl + Bz)Y) + le - dZY) (245)

0, p+riRy

dikkate alinsin. Bu durumda (x,y) = ( > noktasinin bir yerel maksimum noktasidir.

11

. v . .. . © e v e +r;R < o
Buna gore hassas timor hiicresinin tamami direngli hiicreye doniisiip PP yogunluguna
Y1

sahip olmasi ile timor yogunlugunda bir maksimuma ulasilir. Dikkat edilirse s6z konusu
maksimum degerde ilag tedavisine bagli parametreye raslanmamaktadir (d; parametresi).

p+riRy

Bu sebepten dolayz, yogunlugundan sonra tiimoriin birim biliylime oraninda goriilen

1



monoton olarak azalma, hastanin 6lmiis olma ihtimalini vermektedir. Modelin kurulus
yapisindan dolayi (2.45)’in ekstremum noktas1 aranmayacaktir.

t € [n,n 4+ 1) araligi iizerinde (2.43) diferensiyel denklem sistemi

% - 31(X(n)){p + 1Ry — opryx(n) —y,y(n) — dlx(n)}x(t) = —U1r1a1(X(n))(X(t))2
2 _ 2, (ym){rzR; — B,r2y(n) +v,x(n) — doy()}y(®) = =P, 122, (y(m)) (y(1)) 2

(2.46)
seklinde yazilabilir. t > n+1ve n = 0,1,2, ... i¢in (2.46) denklem sisteminin ¢oziimleri
p + 1Ry — (apry +dy)x(n) —y,y(n) # 0 (2.47)
ve

2R, — (B,rz + dz)y(n) +y,x(n) # 0 (3.48)
olmak lizere

x(n+1) = x(n){p+r1R1 =(azr1 +dx(m)~y, y()}
{p+riR;—(aprs+ds+asr)x(n)—y,y(m)}exp(—a; (x(n) ){p+ri Ry —(azr; +d1)x(n) -y, y()})+o1r1x(n)
y()-{rzR,—(B,r2+d; )y(m)+y,x(n)}
{r2Ry—(B,r2+dz+p,r2)y(m)+y,x(m)}-exp(—az(y(m){r2Rz—(B,rz+dz )y (m)+v, x(n)})+p, roy(n)

(2.49)

yin+1) =

dir. (2.49) fark denklem sisteminin pozitif denge noktasi (2.5) denklem sistemi ile ayni olup
burada (2.6) kosulu gegerlidir.

Teorem 2.4. (2.49) fark denklem sisteminin denge noktasi (X,y) olmak tizere (2.6) kosulu

011,12

(1-exp(—{A}))(1—exp(-{B}))

mevcut olsun. Eger o, > a; ve y, < olacak sekilde

1 1

dq+oyrytoqr X dq+oyri+oirq a1 (®)
ln( 10l +0y 1)31()() <A< ln( 1t0pr;+0q 1)a1(X)
d1+a2r1 d1+a2r1—a1r1

ve



1
dz +B2 ry +B1r2)a2 &
dz+B,r2

B < ln(
ise, bu taktirde (2.5) sisteminin pozitif denge noktas: yerel asimptotik kararhdir.

Teorem 2.5. Yerel asimptotik kararlilik sartlarmi mevcut oldugu kabul edilsin. Ustelik

Zi—x(n))

0 <p+rRy — (0pry +dy + oyry)x(n) —y,y(n) < ln( oo

ve

0 < 1aR; = Byray(n = 1)+ 7,x(n) = (Byrs + d)y(n) < In (222)

mevcut olsun. Eger n=0,1,2,... i¢in
x(n) < 2% ve y(n) <2y

ise, bu taktirde (2.49) denklem sisteminin pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Ornek 2 Bu ornekte Ornek 1°de parametreler igin segilen degerler almmus, Allee katsayis
l; =1, = 0.3 olarak belirlenmistir. y, = 0.01 olmak iizere Sekil 5’te sar1 renk, (2.5) fark
denklem sistemindeki hassas tiimor hiicresini, yesil renk de direngli hiicreyi gosterirken mavi
renk (3.7) denklem sistemindeki hassas hiicreyi ve kirmizi renk de direngli tiimor hiicreyi
temsil etmektedir. Sekil 6 ve Sekil 7°de Allee fonksiyonu uygulanmig (2.49) denklem
sistemindeki tiimdr hiicre davranigi goriiliir. Burada kirmizi renk direncli hiicreyi gosterirken
mavi renk de hassas hiicreyi vermektedir. [9]’da laboratuar verilerinden hareketle yapilmis

olan simiilasyonda y, = 0.01 olmasi halinde direngli hiicrenin belirli bir popiilasyon oranina
ulastiktan sonra hassas hiicreyi kapsayacagi belirtilmektedir. Sekil 8’de y, = 0.00001

alimmustir. [9]°daki verilere gore kitle hassas hiicrelerden olusacak, ancak direngli hiicrenin
poplilasyon oraninin belirli bir orana ulagsmasi ile hassas hiicrenin dis ¢eperinde direngli hiicre

yogunluklarina rastlanacaktir.
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Kisim 2°de (2.5) fark denklem sisteminin yerel ve global kararlilik analizi sirastyla Teorem
2.1 ve Teorem 2.2’de incelenmistir. Teorem 2.3’te ise (2.5) denklem sisteminin pozitif
¢Ozlimlerinin siirlili@i ispatlanmistir. Bu sonuglardan sonra [9]’daki verilerden hareketle her
iki tiimor popiilasyonu ile ilgili bilgiler modellemede dikkate alinmistir. Buna gore, p=0.192
yogunluguna ulasildiginda bu tip tiimorlerde mutasyon egilimi gozlenmektedir. R; = 0.42 *
38 negrotik bolge ve hassas hiicrenin tamaminin tasima kapasitesi, R, = 0.11 * 38 direngli
hiicrenin tagima kapasitesidir. Burada hassas hiicreden direngli hiicreye mutasyon araligi

[1075,1072]  olup orneklerde y, =0.01 ve y, =0.00001 i¢in simulasyonlar
yapilmustir.[9]°da direngli hiicre popiilasyonunda B, = 0.05 ve B, = 0.2 belirtildigi i¢in bu
calismada da ayni parametreler kullanilmistir. Hassas hiicrelerin popiilasyon oranlar1 yaklasik

olarak [0.5,0.95] araliginda olup kemoterapi ve radyoterapi sonucunda her iki hiicrenin 6lim



orani sirasiyla d;( hassas tiimor hiicresi i¢in) ve d, (direngli tiimor hiicresi igin) olarak
belirlenmistir.

Buna gore, belirtilen araliklara uygun olacak sekilde o, = 0.561, a, = 0.581,d; = 0.001 ve
d; = 0.0001 olmak iizere mutasyon orani y, = 0.01 olarak secilmesi halinde direngli timor
hiicrelerinin hassas timér hiicrelerini kapsayacagi ve y, = 0.00001 olmasi durumunda ise
once hassas hiicre popiilasyonuna rastlanirken, direngli tlimoriin popiilasyon oraninin artmasi
ile hassas hiicresin dis ¢eperinde artik direngli tiimor popiilasyonuna rastlanacagi [9]’da
vurgulanmigtir. Bu ¢alismada bu durum orneklerle teyit edilmistir. Burada r =1 ve
(1.05) * r = r, olarak alinmustir.

y, = 0.00001 i¢in d, = 0.01d; ve (1.05) * r; = r, olmak {izere

_ 2(0.192+15.96r)1071940.561r(0.192+15.961)(0.01d; +0.26251)—0.00004389r(2d { +1.723r)

A
(d1+1.142r)(0.01d; +0.2625r)+10~10
Ve
B = 2:(1.05)+(38:0.11)-10~1%r+0.2304225r2(d, +1.142r)+(0.192+15.96r)10~5(0.02d , +0.47251)

(d{+1.142r)(0.01d; +0.4725r)+10710

yazilabilir. Teorem 2.1°den, eger tiimor popiilasyonlar1 ve ilaca bagli olarak tlimor

hiicrelerinin 6lim oranlari arasinda

(d1+1.142r
d1+0.581r

)<A<ln(d1+1.142r)

d1+0.02r

ve

0.01d;+0.4725
B < In (L21drt04725r

0.01d;+0.21r

bagintilar1 mevcut ise, bu taktirde (2.5) sisteminin pozitif denge noktasinin yerel asimptotik
kararli olmas1 beklenmektedir. Jiilich Arastirma Merkezinin (Almanya) 25 hastaya uyguladigi
tedavi siirecleri hakkinda alinan raporlardan hareketle cerrahi miidahaleden sonraki ilk {i¢
hafta i¢in yaklagik 75 mg (yeniden olusan tiimdr yogunlugu ve hastanin viicut hacmi dikkate
alinarak), dordiincii haftadan sonra ise 150-200 mg temozolomide uygulanmaistir.

d; = 0.0125 olmak iizere r=1.5 igin

d;+1.142r
d;,+0.581r

d,+1.142r
d;+0.02r

1.95192 = 1n( ) < A = 4.635439 « 1n( ) = 4.06



ve

0.01d,; + 0.4725r
0.01d, + 0.21r

0.73154 = B <In ) = 21645
seklinde bulunur. Bu durumda Teorem 2.1°e gore yerel kararlilik sart1 saglanmamistir ve r=1
civarinda olmas1 durumunda yerel kararliliktan s6z edilebilir. Fakat Teorem 2.4’iin dikkate

alinmasi durumunda r=1.5 i¢in

1
25375 = | (d1 + 1'142r) < A=4635439 < | (dl * 1.142r>m ~ 5.278
27> =\, + 0.581r - "4, + 0.02r =
ve
1
073154 — b < | (o.om1 + O.4725r)a1(37) e13
' ~ 2SS T0.01d, + 0.21r -

elde edilir.

Literatiir taramalar1 ve Jilich Arastirma Merkezi’'nden alinan veriler dogrultusunda
olusturulan model teorik incelenmis, verilerle mukayeseleri yapilmis ve asagida adi gegcen
sempozyumlarda sunulmustur.

1. 24. Ulusal Matematik Sempozyumu, Heterojen Yapili Beyin Tiimorlerin Matematiksel

Modellenmesi ve Kararlilik Analizi, 2011-Bursa.

2. 10. Matematik Sempozyumu, Iki farkli biiyiime oranina sahip alt popiilasyonlar kapsayan

beyin tiimériiniin (GBM) matematiksel modellenmesi, Istanbul-2011.

Bu ¢alisma, Kuwait Journal of Science dergisinde kabul edilmis ve 2015 yilinda basilacaktir;

1. F. Bozkurt and 1. Ozturk, A Population Model of Two-Strains Tumors with Piecewise
Constant Arguments, Kuwait Journal of Science, accept.



3. GECIKMELi ZAMANA GORE GBM TUMORUNUN KARARLILIK ANALIZi

Bu calismada duyarli ve direngli hiicrelerden olugmak iizere iki alt popiilasyona sahip

GBM tiim6r modelinin olusturulmasi amaglanmistir. Bu model

% = px(t) + rix(D)(Ry — ayx(t) — apx([t — 11)) — v, x(@©y ([t — 1) — dyx(O)x([t])
2 = ry(®) (R, — B,y (®) — B,y(It — 1)) + v,x([Dy(®) — doy®y(IeD)

seklinde olup t = 0 zaman, Ry, R; a4, 05,B,,B,,7,,P,d1,dp, 11 Ve r, parametreleri pozitif
reel sayilardir. Biyolojik olarak, p parametresi hassas hiicrelerin popiilasyon katsayisini,

01,02,, Ve B, parametreleri de farkli popiilasyonun lojistik denklemlerinin
parametreleridir. y, parametresi duyarli hiicreden direngli hiicreye gecis oramni verirken, d;

ve d, de ilacin her iki hiicreye yaptig1 etkiyi gosteren parametrelerdir. R; ve R, parametreleri
ise sirastyla duyarli ve direngli timor hiicrelerinin tagima kapasitesidir.
Bu modelden elde edilen sonuglar, Jilich Arastirma Merkezi’nden alinan veriler ile test
edilmektedir. Burada amag;
1. Olusturulan modelin tedavi siiregleri esnasinda elde edilen veriler ile ilgili tutarliligim
irdelemek,
2. Tumor yogunluk yapisina gore yapilan modellemenin revize edilerek Allee
fonksiyonun dahil edilmesi ile elde edilen sonuclarla alinan verilerin tutarliligim

incelemektir.

t € [n,n + 1) aralig: lizerinde (3.1) diferensiyel denklem sistemi

% - {p +r Ry —aprix(n—1) —y,y(n—1) — dlx(n)}x(t) = —ayry (x(t))z

(3.2)

d

d_z - {rz R, — Bzrz}’(n -1)+ le(n) - sz(n)}Y(t) = _[311"2 (Y(t))-z

seklinde yazilabilir. t > n+ 1 ve n = 0,1,2, ... i¢in (3.2) denklem sisteminin ¢oziimleri
p+riRy —aprix(n—1) —y,y(n — 1) — dyx(n) # 0 (3.3)

ve

r;R; — B,r2y(n — 1) 4+ y,x(n) — dzy(n) # 0 (3.4)



olmak lizere

x(n)-{p+r;Ry—0pr1x(n—1)-y, y(n—-1)—d; x(n)}
p+riRy—0azrix(n—-1)—y, y(n-1)—(oyr1 +d)x(n)}exp(—{p+r Ry —0pr1x(n—1)—y, y(n—-1)—d; x(n)})+as r1x(n)
y(n+1) = y(n)-{rzR,—B,r2y(n—1)+y,x(n)—d,y(n)}
{r2Ry—B,roy(n—1)+y,x(n)—(B, r2+dz )y(m)}exp(—{rzRz =B, r2y(n—1)+y, x(n)—dy(n)})+B, r2y(n)

(3.5)

x(n+1)={

dir. (3.1) denklem sisteminin ¢oziimleri global davramis hakkinda herhangi bir bilgi
vermediginden, (3.5) ¢oziimii fark denklem sistemi olarak dikkate alinarak sistemin ¢ozimii
ayrintili incelenecektir. (3.5) denklem sisteminin denge noktalar1 (3.1) denklem sistemi ile

ayni olup

(p+r1R1)Y1 (3 6)

r, >
2 7 Ry(dy+(0g+0a)ry)

olmak iizere (3.5) denklem sisteminin pozitif denge noktasi

u=(x }_’) _ ( (p+r1R)(da+B,r2+B,12)+12Roy;  r2Rp(dq+0pry+aqr)—(p+riRy)y, ) (3.7)
! (d1+a2r1+a1r1)(d2+[32r2+B1r2)+y§ ! (d1+a2r1+(11r1)(d2+B2r2+[31r2)+4{% )

dir. (3.5) sisteminin u noktasi civarinda lineerlestirilmesinde Merkez Manifold Teoremi’nin
dikkate alinmasi ile
2(p+r1R1)Y5 +u1r1 (p+r1R1)(da +Byra+By ra)-TaRayy (2d1+20pr1 +or1)

-d
(d1+a2r1+a1r1)(d2+[52r2+[51r2)+y% }) 1
(3.8)
01Ty

(d1+a1r1)exp(—{

a1 =

ve

2rp Rzy% +ryRp(dq+oprq+aq rl)ﬁlr2+(p+r1 Rl)yl(ZdZ +2ﬁ2 rp +B1r2)
(B,rz+dz)exp| — V) —dz
(dq+orq +(11r1)(d2 +Pyr2+By r2)+71

ﬁer

(3.9)

asz3 =
olmak tlizere

A — (a;; + azz3)h — (—agia33) =0 (3.10)

karakteristik denkleminin saglandigi bir alt bolge bulunur.



_ 2(p+r1R1)y§+a1r1(p+r1Rl)(dz+B2r2+B1r2)—r2R2y1(2d1+2a2r1+a1r1)
(d1+(12r1+(11r1)(d2 +B2r2 +B1r2)+y§

A

>0 (3.11)

ve

_ 2r2R2"{i+r2R2 (d1+a2r1+u1r1)B1r2 +(p+r1R1)"{1(2d2+2B2r2 +[31r2)
(d1+(12r1+(11r1)(d2 +B2r2 +B1r2)+y§

B

>0 (3.12)

olmak iizere agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1. (3.5) fark denklem sisteminin denge noktasi (X,y) ve r; < % olsun. Eger
1

d1+(11r1 d1+(11r1
In (d—l) <A<In (m) (313)
ve
B < In (“112) (3.14)
2

ise, bu taktirde (3.5) sisteminin pozitif denge noktasi yerel asimptotik kararlidir.

Ispat:Lineerlestirilmis Kararlilik Teoreminden

kosulu

a) lay, +as3| <1+ ajias;3

b) 1+ aya33 <2
olmak tizere iki durumda dikkate alinacaktir. (b)’den
((d1 + a1y )exp(—A) — dl) ((Blrz + dz)exp(—B) — dz) < oyrg By (3.16)
yazilabilir. (3.11) ve (3.12) mevcut olmak iizere
(d; + ayry)exp(—A) —d; <0 (3.17)

ve



(Blrz + dz)exp(—B) —d, >0

olacak sekilde

A>In (dl;—jlrl)
ve

B <In (dzti—ilrz)

yazilsin. Bu durumda (b) saglanacaktir. (a)’dan

((d1 + ayry)exp(—A) — d1)Blr2 + ((Blrz + dz)eXp(—B) - dz) o1rp < 011

+((d1 + oyry)exp(—A) — d1) ((Blrz + dz)eXP(—B) - dz)
olacaktir. (3.21) dikkate alindiginda

((d1 + o1y )exp(—A) — d1)Blr2 < ((d1 + 041y )exp(—A) — d1)

((Blrz + dz)exp(—B) - dz)
ve
(([311‘2 + dz)exp(—B) - dz) 01Ty < 01111
esitsizliklerinin her zaman mevcut oldugu goriiliir. Diger taraftan, (a)’dan

((d1 + oyry)exp(—A) — d1)Blr2 + ((Blrz + dz)EXp(—B) - dz) Q6

> _0(11’1[311’2 _((d1 + oyry)exp(—A) — d1) ((Blrz + dz)eXP(—B) - dz)
oldugu g6z oniine alindiginda 1r; < % oldugundan,
1

((d1 + oyry)exp(—A) — d1)[311"2 > —oyrqpr;

ve

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



((Blrz + dz)eXp(_B) - dz) (URS

> —((dy + ayry)exp(—=A) — dy ) ((B,r2 + d;)exp(~B) — d) (3.26)
esitsizlikleri
A<ln (%) (3.27)

olmasi durumunda saglanir. Diger taraftan (3.19) ve (3.27)’den

In(2212) < 4 < in (2222) (3.28)

d; di—oqrg

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2. Yerel asimptotik kararlilik sartlarinin mevcut oldugu kabul edilsin. Ustelik

0<p+r;Ry —orix(n—1) — V1Y(n =1 = (uyry +dy)x(n) <in (Zi_()r(lgn))
ve
~ _ _ 2y-y(n)
0 < 1Ry = B,roy(n — 1) +y,x(n) — (B,r2 + dz)y(n) < ln( y(n) )
mevcut olsun. Eger n=0,1,2,... igin
x(n) < 2% ve y(n) <2y (3.29)

ise, bu taktirde (3.5) denklem sisteminin pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir.

ispat. u = (X,¥), (3.5) denklem sisteminin denge noktasi olmak iizere n=0,1,2,... i¢in

V(n) = X(n) — w? (3.30)

olacak sekilde uygun bir Lyapunov fonksiyonu se¢ilmis olsun. Fark kavraminin bu

fonksiyona uygulanmasi ile

AV, = (x(n + 1) — x(n))(x(n + 1) + x(n) — 2X) (3.31)



ve

AV, = (y(n+1) —ym)(y(n+ 1) +y(n) — 2y) (3.32)
yazilabilir. (3.31)’den
p+11Ry — apryx(n — 1) —v,y(n — 1) — (ayr; + d;)x(n) > 0 (3.33)
olmak iizere
x(n + 1) —x(n) >0 (3.34)

yazilabilir. Diger taraftan,

P+ 1Ry — opryx(n — 1) —y,y(n — 1) — (a1, + d;)x(n) < In (2’_:(’;5“)) (3.35)

ve
x(n) < 2% (3.36)
olmasi halinde
x(n+1)+x(n) —2x<0 (3.37)

esitsizligi saglanacaktir. Bu ise AV; < 0 sonucunu verir. Benzer sekilde

0 <R, = B,roy(n = 1) +7,x(n) = (B,r> + do)y(n) < In (ZX2) (3.38)

mevcut olsun. Eger n=0,1,2,... i¢in

y(n) <2y (3.39)



ise, bu taktirde AV, < 0 olacaktir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3 {(x(n),y(n))}s-, dizisi, (3.5) denklem sisteminin pozitif ¢dziimii olsun.

n=0,1,... i¢in

o rix(n) < p + 1Ry —oprix(n — 1) —y,y(n — 1) — dyx(n) (3.40)

ve

B ry(n) <r;R; —B,ry(n — 1) +y,x(n) — dyy(n) (3.41)

alinsin. Bu durumda (3.5) denklem sisteminin biitiin pozitif ¢oziimleri i¢in

01RyrTo+y, (pt+ry R1))

o1B,r112

x(n) € (0,2525)  ve y(n)E(O,

dir.
Ispat n=0,1,... i¢in a,r;x(n) < p + r;R; —opryx(n — 1) — y,y(n — 1) — d;x(n) alinsin. Bu
durumda
p+riRy —aprix(n—1) —y,y(n — 1) —d;x(n) <p + Ry (3.42)
ve
- (p + 1Ry —oprix(n—1) — Yl}’(n -1 - d1X(n)) > —(p+rRy)
esitsizliginden
e—(p+r1R1—azrlx(n—1)—«{1y(n—1)—d1x(n)) > g~ (P+riR) (3.43)
olacagindan
X(I’l + 1) < x(n)(p+riRq) (3 44)

{p+r1Ri—azrix(n-1)-y,y(n—-1)—-d;x(n)}-e~P+r1RD 4o ryx(n)(1-e~P+r1R1))



yazilabilir. Ustelik,

o r1x(n) < p + 1Ry —oprix(n — 1) —y,y(n — 1) — dyx(n)

oldugundan

1 1

p+r;Ry—a,r;x(n—1)—y,y(n—1)—d;x(n) < ayr1X(1) (3.45)
dir. (3.44) esitsizligi (3.45)’te yerine yazilirsa
x(n+1) < alrlx(n)-e-(p+ri(1(:3fz:rrllxl?;;(l—e—(P+r1Rl)) - pz:fl (3.46)
elde edilir. Diger taraftan,
B ry(n) <r;R; —B,roy(n — 1) + y,x(n) — dyy(n)
oldugundan
r;R; — B,ry(n— 1) +v,x(n) — dpy(n) <R, +v,x(n) (3.47)
ve
rzRz—Bzrzy(n—11)+v1X(n)—dzy(n) < ﬁlrzly(n) (3.48)
yazilabilir. (3.47) ve (3.48) birlikte dikkate alinirsa
y(n+1) < rpRo+y,x(n) _ a3Rpryra+y, (p+r1Ry) (3.49)

Byr2 a1B, 1112

elde edilir.



Teorem 3.4. (3.5) denklem sisteminin ¢oziimleri {(x(n),y(n))}n=, seklinde olmak tizere oy

>ap, B, > P, ve p+riRy >v,8 sartlan saglandiginda

(p+r1R;—y,8)d; dyroR, ((p+r1R1)—«{16)d1d2y1
" ((121'1+d1)(0l1r1+d1—(121”1),[321”2([311'2"‘(12—[321"2) ((12r1+d1)(a1r1+d1—azrl)Bzrz(B1r2+d2—B2r2) ’

(p+r1R1—y15)d1 ry RZ (Blrz —Bzrz) ((p+r1 Rl)_Yla)d1Y1
(0pr1+dq)(0qry+dg—0pry)’ B,r2 ([311”2+d2—[321”2) (apry+dq)(agry+dy—azre)B, T2 (Blrz +dz —Bzrz) ’

((p+r1R1—716)(a1r1—a2r1) d,raR; (p+r1R1—Y15)(a1r1—azr1)d2“/1 )
(apri+dq)(agri+d;—opry)’ Bzrz(Blrz‘Fdz—Bzrz) ((12r1+d1)((11r1+d1—(121‘1)[321‘2(511‘2"'(12—[321‘2) ’

((p+r1R1—718)(a1r1—(x2r1) 2Ry (B r2—B,r2) (p+riR1-v,8)(a1r1—azrq)y, (B, r2—B,r2) )
(azri+d)(oqri+di—apry) " B,ra(B ra+da—p,rz)  (opri+dg)(agri+d;—opr)B,ra (B ra+da—p,r2)/) "

olacak sekilde periyodik ¢ozlimler mevcuttur.
Ispat. Kabul edelim ki (3.5) sisteminin birinci denklemin ¢ # o olmak iizere ..., 9,0, 9,0, ...
olacak sekilde ve ikinci denklemin de § # 6 olmak iizere ..., 4,6, 6, 0, ... ¢oziimleri mevcut

olsun. Bu durumda

_ o{p+riRi—ari9—y,6—d; 0}

- {p+riR1—0azr19—y,8—(01r1+dy)o}-exp(—{p+riR1—azr19—y,86-d;0})+asri0

o= @{p+riRi—apr10-y,6-d; 9}
{p+riRy—azri0—y,6—(asr1+d1)@}exp(—{p+riRi—azri0-y,6—d19})+o1r1 0

%
(3.50)

denklem sisteminden

0" {p + 1Ry —ari9 —v,6 — dla} - {p + 1Ry —opri0 —v,6 — (oqry + dl)a}

~exp(—{p + 1Ry —apr19 — 7,6 —di0})@ = ¢ - {p + r;R; —apri0 —v,8 — d1 0}

—{p + 1Ry —opri0 —y,6 — (aqry + dl)q)} . exp(—{p + 1Ry —opri0 —v,6 — dl(p})a
(3.51)

yazilabilir.

p+rRy—orio—y,6—digp#0 ve p+rRy —opri9 —7,6 —dio #0 (3.52)

olmasi gerektiginden (3.51)’den

(p — (p+r1R1)_"{16 —0 (3.53)

a2r1+d1



elde edilir. oy >a, ve p+rR; >y, 8 olmak iizere (2.53) ifadesi (2.50) sisteminde birinci

denklemde yerine yazilirsa

((p+riR)-v,8)d,

" (opry+dy)(agry+dy—0pry)

bulunur. (3.53) ve (3.54)’den

_ ((p+r1R1)—y16)(a1r1—azrl)

N (azry+dq)(agry+d—oprq)

elde edilir. Boylece (3.50) denklem sisteminin

((p+r1R1)—«{15)d1 ((p+r1R1)—y16)(a1r1—azrl)

" (opri+dy)(eqri+di—opry)” (apri+dy)(aqri+di—apry)

((p+riRD-v,6)d;  ((p+riRp)-y,6)(@rrs—oprs)

(opri+dy)(egry+di—apry)” (epry+dq)(aqrg+di—opry) ~ 7

seklinde periyod 2 ¢6zlimleri bulunmus olur. Diger taraftan, (3.54) i¢in

6-{r2 Ry—B,r20+y,0— d25}

0 =
{rz RZ —|32 Iry 9+Y16— (Blrz +d2)6}-exp(—{r2 R2 _BZ r29+"{1(5—d2 5})+B1r26
§ = 9-{r2R2—BZr28+~{10—d29}
{rz RZ _BZ I 6+«{10—(Blr2 +d2)9}-exp(—{r2 R2 _BZ r25+y10— d2 9})+B1r26
olacagindan

ry RZ +’Y16

Bz Iz

0= 6

bulunur. 8, > B, (3.57) ifadesi (3.56) denklem sisteminde yerine yazilirsa

_ dz (rsz +'Y16)
B,r2 (51 ry+d;—B, rz)

elde edilir. (3.57) ve (3.58) birlikte dikkate alinirsa

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)



_ (raRa+v,0)(B,r2—B,r2)
0= B,r2(B,rz+dz—B,r2) (3.59)

yazilir. (3.54)’den (3.56) denklem sisteminin

dzrz RZ ((p+r1R1)_‘Yl§)d1d2’Yl
" B,r2 (Blrz +d2—[32r2) (apry+dq)(agry+dy—azre)B, T2 (B1r2+d2—[32r2)'

r2Ry (B r2—B,r2) ((p+T1R1)—Y15)d1Y1
B,rz2(Bra+dz—B,r2)  (apri+dq)(agry+dy—oazry)B,ra(B,ra+dz—p,rz)

d,ryR; ((p+r1R1)-7,8)d1dzy,
B,r2(Byra+dz—B,r2)  (apri+dq)(aqry+di—apr)B,rz(B,ra+dz—p,rz)"

seklinde periyod 2 ¢6ztimleri vardir. Benzer sekilde (3.55) igin

darzR; (p+riRy—v,8)(ayr1—0pr)dY,
"B, ra(Byra+da—B,rz)  (apry+di)(aqri+dy—opry)B,ra (B ra+da—p,re)

2Rz (Blrz —B, rz) (p+r1 Ri-7, 5)(“1 ry—or1)y, (Bl r2—B, rz)
B,r2 (511"2 +d2—B, 1"2) (0T +dq)(agry+dg—0zr1)B, 12 (Blrz +d2—B2r2)'

dzrzR; (p+r1R1—v,8)(a1r1—0pr1)d2y,
Bzrz(ﬁlrz*'dz—ﬁzrz) (azr1+d1)(a1r1+d1—azrl)Bzrz(Blrz +d2—B2r2)" N

bulunur.

Ornek 1. Beyin Tiimériinde hiicre analizi sonucunda elde edilmis verilerden hareketle
(bakimiz [9]) p=0.192, hassas hiicrede belirli oranda mutasyonun basladig1 yogunluk miktari
R; = 0.42 * 38 negrotik bolge ve hassas hiicrenin tamaminin tasima kapasitesi , R, = 0.11 *
38 direngli hiicrenin tagima kapasitesidir. Hassas hiicreden direncli hiicreye mutasyon araligi
[107°,107%] olup burada vy, = 0.01 ahnmustir. [9]°da direngli hiicre popiilasyonunda
B, = 0.05 ve B, = 0.2 alinip simiilasyon g¢alismalar1 dikkate alindig1 i¢in bu ¢aligmada da
ayni parametreler kullanilmigtir. Hassas hiicrelerin popiilasyon oranlar1 yaklasik olarak
[0.5, 0.95]araliginda olmasi sebebiyle burada o, = 0.51 ve a, = 0.555 alinmugtir. d; =
0.001 hassas hiicrenin terapi esnasindaki 6liim oranini verirken ve d, = 0.0001 de direngli
hiicrenin 6liim oranin1 vermektedir. Her iki hiicre ayri popiilasyon oranlarina sahip olup

r =1, ve (1.05) *xr = r, dir.



Buna gore, vy, = 0.01 i¢in baglangicta hassas hiicreler meveut iken direngli timor hiicrelerin
zamanla hassas hiicreyi kapsamasi ve yayilmasi beklenir. Sekil 1’de mavi renkli grafik
direncli hiicrenin popiilasyonunu verirken kirmizi renkli grafik de hassas hiicrenin
popiilasyonunu gostermektedir. Yapilan calismalar vy, = 0.00001 olmasi halinde hassas
hiicrenin direngli hiicreyi kapsayacagini veya direncli hiicrenin popiilasyon oranina gore
hassas hiicrenin belirli bdlgelerinde direngli tiimo6r hiicrelerinin  ortaya ¢ikacagi
vurgulanmaktadir. Sekil 2’de hassas hiicrenin belirli bir popiilasyon araliginda direngli
hiicreyi kapsadigi ve direngli hiicrenin popiilasyon oraninin artmasi ile de direngli hiicre
popiilasyonunun hassas hiicre popiilasyonunun yilizeyinde kismen ortaya ¢ikacagi

goriilmektedir.

x(n+1)/x(n) ve y(n+1)/y(n)
x(n+1)/x(n) ve y(n+1)/y(n)

0 r . .
1 105 11 115 12 125 13 135 14 145 15

Sekil 1 Sekil 2

@¢=105 ®$=10* (©$=103 D $=102

Sekil 3 [9] da incelenilen hassas ve direngli hiicrelerin davraniglari. Burada ¢p mutasyon

katsayisidir



Boliim 3’te dikkate alinan modelde yogunlugun en diisiik seviyede oldugu anda birim
biliylime oraninin en yiiksek degere sahip oldugu ve yogunlugun artmasi ile de monoton

azaldig1 goriilmektedir. Bu durumda, her iki popiilasyon i¢in

a(x(It) = Fdts Ve ax(y([th) = —lﬂ(y[[ﬁﬂim (3.60)

olmak tizere Allee fonksiyonlar1 denklem sistemine dahil edilecektir. Bu Allee
fonksiyonlarmin dahil edilmesi ile beklenen sonug, yogunlugun artmasi ile 6nce birim
biliylime oraninda monoton artigi, maksimum degere ulagsmasi1 ve daha sonra da monoton
olarak azalmasidir. Bunun anlami, belirli bir yogunluga kadar (maksimum degere
ulagincaya kadar) Allee etkisi olmayan fonksiyonu barindirmayan modellemelerin
biyolojik gerceklerle uyusmadigi, fakat s6z konusu maksimum yogunluk degerine
ulagilmasi ile de Allee fonksiyonu iceren bir modellemenin bu fonksiyonu icermeyen bir
modelleme ile dikkate deger bir farkliliga sahip olmayacagidir.

(3.1) denklem sistemi tekrar g6z oniine alinsin. Buna gore,

= =2, () (px() + ryx®(Ry — 01x(0) — apx([t — 1)) — v, x(®y([t — 1) — dyx(Ox([D) )
2 = a,(3) (r2y(® (Rz = Boy(®) — B,y ([t — 1D)) + v, x([Dy® — dyy(Oy(It]))

(3.61)
olmak tizere

=2 = f(x,y) = a, () (p + 11 (Ry — (03 + 12)%) — 1,y — dy%) (3.62)
ve

S =0 y) = a0 (ra2(Ry = (B, +B,)y) +7,x — day) (3.63)

p+riRy
)

olsun. Bu durumda (x,y) = (O ) noktasinin bir yerel maksimum noktasidir. Buna

1

p+riRy

gore hassas tlimor hiicresinin tamami direncli hiicreye doniisiip yogunluguna sahip

1



olmasi ile tiimér yogunlugunda bir maksimuma ulagilir. Modelin kurulus yapisindan dolay1
(3.63)’te ekstremum nokta aranmayacaktir.

t € [n,n+ 1) alindiginda (3.61) diferensiyel denklem sistemi

% - 31(X(n)){P +r;R; —aprix(n —1) — Y1Y(n -1 - d1X(n)}X(t) = —a1r1a1(X(n))(X(t))2
% —a,(y(m)){rzR, — B,roy(n—1) +vy,x(n) — doy(m)}y(t) = —B,r2a; (y(m)(y(D).2
(3.64)

seklinde yazilabilir. t > n+ 1 ve n = 0,1,2, ... i¢in (3.64) denklem sisteminin ¢éziimleri

p + r;Ry — (apry +dy)x(n) —y,y(n) #0 (3.65)
ve

r,R, — (Bzrz + dz)y(n) +v,x(n) # 0 (3.66)

olmak tzere

x(n)-{p+r1R1—0zrix(n-1)—y,y(n—1)—-d;x(n)}
p+r1Ry—apr1x(n—1)-y;y(m—1)— (o r1 +d1)x(m) }exp(—aq (x(n)){p+r1Rq —aprix(n—1)—-y, y(n-1)—d; x(n)}) +a; r1x(n)
ym){raRy—B,r2y(n—1)+y,x(n)—dzy(n)}
{r2Rz—B,roy(m—1)+y,x(n)— (B, r2+dz)y(m)}-exp(—az(y(m) ){rzRz—p,r2y (n—1)+y, x(n)—doy () }) +B, r2y(n)

(3.67)

X(n+1)={

yin+1) =

seklinde bulunur. (3.67) fark denklem sisteminin pozitif denge noktasi (3.5) denklem sistemi

ile aynidir ve (3.5) kosulu gegerlidir. Bu durumda asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.5. (3.67) fark denklem sisteminin denge noktasi (X,y) olmak iizere r; < 4

01

olsun. Eger

1 1

In (—‘”)T <A<In (—‘“)T (3.68)

dq di—aqry

ve



1

B < In (“£2)1® (3.69)
2

ise, bu taktirde (3.67) sisteminin pozitif denge noktas1 yerel asimptotik kararlidir.

Teorem 3.6.Yerel asimptotik kararlilik sartlarinin mevcut oldugu kabul edilsin. Ayrica

0<p+rRy—orx(n—1) —y,y(n —1) — (oyry +dy)x(n) < In (zi_(—flgm)
ve
0 < 1R, = B,roy(n—1) +y,x(n) — (Blrz +d,)y(n) <1In (ZVy—(_ign))
mevcut olsun. Eger n=0,1,2,... i¢in
x(n) < 2% ve y(n) <2y (3.70)

ise, bu taktirde (3.61) denklem sisteminin pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Ornek 2 Bu 6rnekte, Ornek 1°de parametreler igin segilen degerler alinmus, Allee katsayist
ly =1, =03 olarak belirlenmistir. y, = 0.01 olmak iizere Sekil 4’te mavi renkli grafik,
(3.5) fark denklem sistemindeki duyarli timor hiicresini, kirmizi renkli grafik de direngli
hiicreyi gosterirken sar1 renkli grafik (3.67) denklem sistemindeki duyarli hiicreyi ve yesil
renkli grafik de direngli timdr hiicreyi temsil etmektedir. Sekil 5°te y, = 0.00001 olmasi
durumunda (3.5) ve (3.67) denklem sistemlerinin ¢6ziimleri géz Oniine alinmistir. [9]’da
laboratuar verilerinden hareketle yapilmis olan simulasyonda y, = 0.01  olmasi halinde
direncli hiicrenin belirli bir popiilasyon oranina ulastiktan sonra hassas hiicreyi kapsayacagi
belirtilmektedir (Sekil 3). [9]°daki verilere gére y, = 0.00001 ic¢in kitle hassas hiicrelerden
olusacak, ancak direngli hiicrenin popiilasyon oraninin belirli bir orana ulagmasi ile hassas

hiicrenin dis ¢eperinde direncli hiicre yogunluklarina rastlanacaktir.



X(n+1)/x(n) ve y(n+1)/y(n)

x(n+1)/x(n) ve y(n+1)/y(n)

r r r r r r T T
1 105 1.1 115 1.2 125 13 135 14 145 15

Sekil 4 Sekil 5

Bolim 3’te (3.5) fark denklem sisteminin yerel ve global kararlilik analizi sirasiyla Teorem
3.1 ve Teorem 3.2°de incelenmistir. Teorem 3.3’te ise (3.5) denklem sisteminin pozitif
¢Oziimlerinin sinirliligi ispatlanmistir. Bu sonuglardan sonra [9]’daki verilerden hareketle her
iki tiimor popiilasyonu ile ilgili bilgiler modellemede dikkate alinmistir. Buna gore, p=0.192
yogunluguna ulasildiginda bu tip tiimdrlerde mutasyon egilimi gézlenmektedir. R; = 0.42 *
38 negrotik bolge ve hassas hiicrenin tamaminin tagima kapasitesi, R, = 0.11 x 38 direngli
hiicrenin tagima kapasitesidir. Burada hassas hiicreden direngli hiicreye mutasyon araligi
[1075, 1072] olup Orneklerde y, =0.01 ve y, =0.00001 igin simulasyonlar
yapilmigtir.[9]°da direngli hiicre popiilasyonunda B, = 0.05 ve B, = 0.2 belirtildigi igin bu
calismada da ayni parametreler kullanilmistir. Hassas hiicrelerin popiilasyon oranlar1 yaklasik
olarak [0.5, 0.95] araliginda olup kemoterapi ve radyoterapi sonucunda her iki hiicrenin
Olim orani sirastyla d;( hassas tiimor hiicresi i¢in) ve d, (direngli tiimdr hiicresi igin) olarak
belirlenmistir.

Buna gore, belirtilen araliklara uygun olacak sekilde a; = 0.51, a, = 0.555,d; = 0.001 ve
d; = 0.00001 olmak iizere mutasyon orani y, = 0.01 olarak segilmesi halinde direngli
timor hiicrelerinin hassas ttimor hiicrelerini kapsayacagi ve v, = 0.00001 olmasi durumunda
ise Once hassas hiicre popiilasyonuna rastlanirken, direngli tiimoriin popiilasyon oraninin
artmasi ile hassas hiicresin dis ¢eperinde artik direncli tiimdr popiilasyonuna rastlanacagi
[9]’da vurgulanmistir. Bu ¢alismada bu durum 6rneklerle teyit edilmistir. Burada r = r; ve
(1.05) * r = r, olarak alinmustir.

y, = 0.00001 i¢in d, = 0.01d; ve (1.05) * r; = 1, olmak {izere



_2(0.192+15.96r)1071%+0.51r(0.192+15.96r)(0.01d; +0.2625r)—0.00004389r(2d; +1.162r)

A
(d;+1.065r)(0.01d; +0.2625r)+10~10
ve
B — 2-(1.05)-(38:0.11)-10"1%r+0.2304225r2(d; +1.065r)+(0.192+15.96r)105(0.02d ; +0.4725r)

(d;+1.065r)(0.01d;+0.2625r)+10"10

yazilabilir. Teorem 3.1°den, eger timdr popiilasyonlar1 ve ilaca baglh olarak timor

hiicrelerinin 6liim oranlari arasinda

d;+0.51r
In (1_

% )<A<ln(w)

d1—0.51r

ve

0.01d4+0.0525
B < In (L22trto0sisry

0.01d,

bagintilar1 mevcut ise, bu taktirde (3.5) sisteminin pozitif denge noktasinin yerel asimptotik
kararli olmas1 beklenmektedir. Jiilich Arastirma Merkezinin (Almanya) 25 hastaya uyguladig:
tedavi siirecleri hakkinda alinan raporlardan hareketle cerrahi miidahaleden sonraki ilk g
hafta i¢in yaklasik 75 mg (yeniden olusan timdér yogunlugu ve hastanin viicut hacmi dikkate
alinarak), dordiincli haftadan sonra ise 150-200 mg temozolomide uygulanmistir. Verilen
ilacin tedavi yaklagimina gore duyarl hiicreleri %80 ve direngli hiicreleri de %0.8 etki ettigi

diisiincesiyle d; = 0.75 * 0.8 = 0.6 olmak lizere r=1.17 igin

d1 + 0511‘
dy

dl + 05 1r

7111 141:1( L
0.71110519 n 4, —o5tr

) < A =6.0976665 « ln( ) = 5.89340057

ve

0.01d;+0.0525r
0.01d4

1.00753079=B < 1n( ) = 2.4192563

seklinde bulunur. Bu durumda Teorem 3.1°e gore yerel kararlilik sart1 saglanmamustir. Fakat

Teorem 3.5’in dikkate alinmasi durumunda r=1.17 i¢in



1
d, + 0.51r)m
dy

= 6.1291365928

1
d; + 0.5 1r>m

0.739549401864 = | ( e
g d; — 0.51r

< A =6.0976665 < ln(

ve

1
0.01d, + 0.0525r>_a1@

1.00753079 = B < 1 (
" 0.01d,

= 2.516026552

elde edilir ki bu durumda yerel kararlilik sart1 saglandig1 goriilmektedir.

Burada eger Teorem 3.1 dikkate alinmis olsa idi tibbi acidan bakildiginda, tlimor hiicrelerinde
kararli davranisin artik mevcut olmadigina karar verilecek ve saglikli hiicrelere zarar verecek
nitelikte gereginden fazla ila¢ kullanilacakti. Halbuki, Teorem 3.5 dikkate alindiginda halen
yerel kararliligin mevcut oldugu goriilmektedir. Bu durumda Jilich Aragtirma Merkezinde
baslangicta uygulanan ilag dozunun modelimizle uygun oldugu goriilmektedir. Diger taraftan

Teorem 3.3’ten

x(n) € (0, %;1“1) = (0,31.61588) ve y(n) € (0, “1R2“r2”1(p”1R1)) = (0,83.60514)

a1B,r112

elde edilir. Anilan Arastirma Merkezindeki veriler incelendiginde s6z konusu 25 hasta i¢in
direngli tumor popililasyonunun maksimum yogunluga ulastigi deger 74.3, hassas tiimor

popiilasyonunun ulastigr maksimum deger ise 31.6 olarak bulunmustur.

Literatiir taramalar1 ve Jilich Arastirma Merkezi’'nden alinan veriler dogrultusunda
olusturulan model teorik incelenmis, verilerle mukayeseleri yapilmis ve asagida adi gecen

sempozyumda sunulmustur:

1. 11. Matematik Sempozyumu, GBM Tiiméoriiniin matematiksel modellenmesi ve timor

yogunluguna bagli kararlilik analizi, Samsun-2012.



4. GBM-IS IC CEKISMESININ MATEMATIKSEL MODELLEMESI VE
KARARLILIK ANALIZi

Bu calismamizda GBM-IS hiicrelerinin i¢ ¢ekismesi agagidaki sekilde tasarlanmistir;

(5 = SO + ;SO (Ky — 035(8) — 2 S(ItD) — ySORIED — dy SOS(LED) — 7, SON(IED)

| & = r2R(®) (K, = B,R(®) — B,R(tD) + yS(IHR() — d;ROR(LD) — ,RON(IH)
S = INOZIED) — Z(IDNCD) — dsN(E)

L % = r3Z() (K3 — 8, Z(t) — 8,Z([t])) — uN([EDZ (V) — dZ(OZ([ED) + eZ(ON([t])

(4.1)

Burada oy, a3, B,,B,, 81,02, 71, T2, Y, 1, & P, dy,d, dg, dy Ky, Ky, K3, 11, 15 VE 13 parametreleri
pozitif sayilar ve t € [0,) olmak lizere [t]de tam degeri ifade etmektedir. (1.1) denklem
sisteminde S(t) ve R(t) sirasiyla duyarli ve hassas GBM tiimoriine karsilik gelmektedir. N(t)
ve Z(t) ise viicudun diren¢ sistemini agiklayan aktif makrofajlar ve makrofajlari
simgelemektedir. P, duyarli tiimdr hiicresinin boliinme orani, K; ve K, ise hassas ( negrotik
bolge dahil) ve direngli tiimor hiicrelerinin tasima kapasiteleridir. o4, 05,3, Ve J,
parametreleri lojistik denklemleri kurmak i¢in gerek duyulan parametreleri ifade
etmektedirler. r; ve r, sirasiyla duyarli ve direngli tiimor hiicrele popiilasyonlarinin biiyiime
oranlarini temsil etmektedir. vy, duyarli timor hiicresinin direngli tiimor hiicresine gecis
oranin1 vermektedir. d; ve d, parametreleri ise ilagtan kaynaklanan tiimor hiicrelerindeki
Olim oranlarma karsilik gelecektir. p, makrofajlarin aktif makrofajlara doniisiimii ifade
edecektir. d; ve d, ise sirasiyla aktif makrofajlar ve makrofajlarin dogal 6liim oranlaridir.
r;, makrofaj popiilasyonunun biiylime orani ve 6, ile §, parametreleri isemakrpfajlar igin
lojistik denklem olusturmak i¢in gerek duyulacak parametrelere karsilik geleceklerdir. Ks,
makrofaj popiilasyonunun tasima kapasitesi ve ¢ ise aktif makrofajlardan makrofajlara
doniistimii ifade edecektir. T, ve 1, parametreleri ise aktif makrofajlarin sirasiyla duyarl ve

direncli timor hiicrelerini tahrip etme oranini verecektir.

t € [n,n + 1) aralifi iizerinde (4.1) denklem sistemi n=0,1, 2,... ve t = n + 1 olmak iizere



(S(Il + 1) — S(n)(p+r1K;—(0zr1+d1)S(n)—yR(n)—1,N(n))
(p+r1K1—yR(n)—(dl+a1r1+0L2r1)S(r1)—rlN(n))e_(p"'rlKl_(azr1+d1)s(n)_7R(n)_TlN(n))+a1r1$(n)

R+ 1) = R()(r2Kz = (r2B, +dz)R(m)+15(m)-12N(n))

(rsz +yS(n)—(d2 +r2B1+r2BZ)R(H)_TZN(n))e—(rzKz—(r2132+d2)R(n)+YS(n)—rzN(n))_l_rzBlR(n)
N(n + 1) = N(n)e((-2)Zm)-ds)
Zn+1) = Z(n)(rsK3=(r38;+dy)Z([m)~ (u—£)N(n))
(r3Ks—(u—e)N(n)—(ds+3,r3+T35;)Z(n))e~(13K3~(r382+d)Z)~(i=e)N) 45 1, 7(n)
(4.2)
seklinde yazilabilir. Burada

(p + r;Ky — (0pry +dy)S(n) —yR(n) — 1y N(n) # 0

r2K2 - (rzﬁz + dz)R(n) + 'YS(n) - TzN(n) #=0 (4 3)

| N(n) =0
k r3K; — (r3d; + dy)Z(n) — (u—¢€)N(n) # 0

dir. (4.1) denklem sisteminin ¢oziimlerinin global davraniglarini incelemek amaciyla (1.1)
sisteminin ¢6zliimiinii ikinci mertebeden bir fark denklemi seklinde dikkate alarak (2.1) fark
denklem sisteminin ¢6ziimlerinin davranislar1 incelenecektir.

Buna gore, oncelikle (4.2) denklem sisteminin denge noktalar1 bulunmalidir ki bunlar aynm
zamanda (4.1) denklem sisteminin kritik noktalaridir.

(4.2) denklem sisteminden

$1 = (S'R_ZIN_Z'Z_Z)

((p+r1 Ky —11B)(da+12B,+12B,) v (r2K2 —128)  y(p+11Ky —11B)+(dq +a1 11 +a,11) (12K, —1,B) d_3>

(dz+r2B, +1r2B, )(dg +aq1q+0,T1)+y2 ’ (dz+r2B, +r2PB, ) (d1+asry+opry)+y2 T
(4.4)
elde edilir. Burada B = 2Xe®mO ety thra)ds
: (n—e)?
< (p+r1Ky —11B)(dp+12B, +12B,) (4.5)

(r2K;—1,B)



(d4+31r3+3,13)d3

dir. p>e ve K; > D) oldugunda B >0 olacaktir. Ayrica,
(i
p > r3K3(“_S)Tl_ij“:;m+62r3)r1d3 olmak iizere K, > t:—B ve K;>0> Tlis—_p ise, bu taktirde
- 2 1

¢, denge noktasi1 pozitiftir. ¢; denge noktasinin bir biyolojik karsiligi vardir. Bu denge
noktast GBM tiimorii ile IS viicudiin direng sistemi arasindaki dikkate deger bir i¢ ¢ekismeye
karsilik gelmektedir. Bu durumda olasi risk durumlarimi incelemek amaciyla ¢, denge
noktasi i¢in 6nemli bilgi ve kosullar gozden gegirilecektir.

Simdi

|(A1 = p +r;K; — (apry +d;)S—yR =7 N
4 Bl == rsz — (rzﬁz + dz)ﬁ + 'Y§ - T2N

h (4.6)
L C,=(—eZ—d;
Dy =r3Ks — (r38; + dy)Z — (n—¢)N.
olsun. (4.2) denklem sisteminin ¢, denge noktasi civarinda lineerlestirilmesi ile
( (dg+oyry+apry)exp(—Ay)—(opri+dy) [ V= W
ul = 1= BT
01Ty 172
u, = y(exp(=A1)-1) v = (B r2+r2p,+d;)exp(-Bq)—(rzp,+dz)
< 2 oqIrq ] 2 ﬁer (47)
_ Ta(exp(=41)-1) __ 7a(exp(-By)-1)
oqIrq v3 - ﬁlrz
L U, =0 L v, =0
ve
m1 = 0
oo
2 = _ (u—g)(exp(-D1)-1)
Iy =(u— g)N,exp(C,) m, = (81r3+1382+dg)exp(=D1)—(r3d2+ds)
511‘3

olmak tizere (4.2) denklem sisteminin

A B+, A2+ A +y, =0 (4.9



karakteristik denklemi elde edilir. Burada

X = —uy vy~ 3 —my
X‘Z = l3m4 — l4m3 + u113 + u;my + V213 + VoIly + UV — upvy
%z = —(ug +vz)(Izmy — lymg) — (uyvy — upvy) (s + my)

Xy = (ugvy —uyvy)(Izmy —1ymj)

dir.

2
Teorem 4.1. ¢, (4.2) denklem sisteminin denge noktas: olsun. Ayrica ryr, > ——

(111

kosulunun mevcut oldugu kabul edilsin. Eger

0< 4, < In(Rfntun) (4.10)
2(Blrz'|'r262"'dZ_)> (—B1r2+r232+d2->
n (Blr2+2r2B2+2d2 < B1 < ln r2B2+d2 ’ (411)
C, <0 (4.12)
ve
0<D;<In (_Slrj;zsf;:d4) @13

ise, bu taktirde ¢, denge noktasi yerel asimptotik kararlidir.

Ispat. Jury kosulundan (veya Schur-Cohn kriteri, bakiniz [20]) eger

a) p(D=1+yx+x,+x%+x >0

b) (—D*p(-D=1—y,+%,— % +% >0

C) |x4| <1

sartlar1 saglaniyor ise, (4.2) denklem sisteminin pozitif denge noktasi yerel asimptotik

kararlidir. (a) ve (b)’den



2+2y,+2y,>0

yazilabilir. (4.7) ve (4.8)’deki ifadeler (4.14)’te yerine yazilirsa

(4.14)

1+ uwl; +uymy + vyl + vomy + (v, —uyvy) + (v, —uyvy + 1)(Igmy —1ymg) >0

elde edilir. Buradan A;, B; > 0 olmak {izere

O < Al < ]n (d1+a1r1+a2r1)

d]_ +a,rq
ve

O<B1 <ln(M)

r2B2+d2
kosullar1 i¢cin u;v, —uyvqy > 0 bulunur. Ayrica, eger

0<D1 <ln(M)

I‘352+d4
ise, bu taktirde 13m, — I,m3 > 0 dir. Boylece, (4.16)-(4.18) kosullari i¢in
1+ ul; +uymy + vyl +vomy, >0
elde edilir.
(c) sart1 dikkate alindiginda aslinda sadece
(uyvy —upvy)(I3my —lym3) < 1.

esitsizliginin saglandiginin gosterilmesi gerektigi goriiliir. (4.20) i¢in

I;m, —I,m; <1

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)



ve

vy —upvy <1

esitsizlikleri dikkate alinsin. Boylece, (4.21)’den C; < 0 ve D; > 0 olmak lizere

(81134138, +ds)—(u—c)?B
(31r3+r38;+dy)

<1<exp(D;)

2
bulunur. (4.22)°den ise ryr, > —

agf3

ve
1

Z(Blrz +r2B2+d2))
ln (B1r2+2r2[32+2d2 < Bl

elde edilir.
(4.17) ve (4.23) birlikte dikkate alindiginda

Z(Blr2+r2[32+d2)> <B1r2+r2[52+d2>
ln (Blr2+2r2[32+2d2 < Bl < ln r2[32+d2

yazilabilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Teorem 4.2 {(S(n),R(n),N(n),Z(n))}s-y , (4.2) denklem sisteminin bir pozitif ¢oziimii

olsun. Ayrica, n=0,1,... i¢in

o1r1S(n) < p + r;K; — (0pr; +dy)S(n) — yR(n) — 1,N(n)
ryB,R(n) <rK; — (1"2[32 +d;)R(n) +vS(n) — 1,N(n)
eZ(n) + d3 > pZ(n)

k d,r3Z(n) < r3K3 — (r3d, + d,)Z(n) — uN(n) + eN(n)

kosullarinin saglandigi kabul edilsin. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) (4.2) denklem sisteminin biitiin ¢éziimleri

S(n) € (0,p+r1K1), R(n) € (0’U1Rzr1rz+Yl(P+r1R1)>'Z(n) € (0, r3K3)

aqry a1B,r102 d1r3

(4.26)

(4.27)



ve

ura Ks)

N(n) < N(O)en( 5113 (4.28)
araligindadir.
(ii) S(n),R(n) ve Z(n) ¢6ziim dizileri artarken N(n) azalacaktir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

Teorem 4.3. Teorem 4.1°deki kosullarin saglandigi kabul edilsin ve ¢; noktasi (4.2)
denklem sisteminin denge noktas1 olsun. Ayrica,

(0ariS() < p + 11K, — (o1 + dp)S() = YR(M) = 1;N(n) < bn (BZE)

S(n)
r2B,R() < 15K = (1B, + d2 )R() +¥5(m) — 1N () < In (FLE) (4.2)

l €Z(n) + d; > pZ(n)
d1r3Z(n) < r3K3 — (r3d, + dy)Z(n) — uN(n) + eN(n)

kosullart mevcut olsun. Eger
S(n) < 2S;, R(n) < 2R, N(n) > 2N; ve Z(n) < 2Z, (4.30)

ise, bu taktirde ¢, global asimptotik kararlidir.

Ispat.

Vi(n) = (S(n) = $;)?%,V,(n) = (R(n) = R;)?, V3(n) = (N(n) — N)?, V,(n) = (Z(n) — Z,)?
(4.31)

olacak sekilde n=0, 1, 2, ... i¢in V;(n),V,(n),V5(n) ve V,(n) Lyapunov fonksiyonlari

tanimlanmis olsun. (4.30)’un ¢oziimleri boyunca degismi ile

((AVi(m) = (S(n+ 1) = SM)(S(n + 1) + S(n) — 25,)
4 AV,(n) = (R(n+ 1) = R(n))(R(n + 1) + R(n) — 2R,)
AV;(n) = (N(n+ 1) = N(m))(N(n+ 1) + N(n) — 2N;)
l AV,(n) = (Z(n+ 1) = Z(n))(Z(n + 1) + Z(n) — 2Z,)

(4.32)



yazilabilir. Bu durumda (4.5) kosullar1 ile S(n),R(n),Z(n) fonksiyonlar1 artan ve N(n)
fonksiyonu ise azalan fonksiyon olacaktir. Boylece, S(n+ 1) > S(n), R(n+ 1) > R(n),
N(n+ 1) < N(n) ve Z(n + 1) > Z(n) yazilabilir. O halde AV,;(n) < 0,AV,(n) <0,

AV3;(n) <0 ve AV,(n) < 0 esitsizliklerini elde etmek igin asagidaki kosullar goz Oniine

alinmalidir;
S(n+1)+S(n)—25,<0
R(n+1) +R(n)—2R_1< 0 (4.33)
|N(n+ 1) + N(n) — 2N, >0
\Z(n + 1) + Z(n) — 2Z; < 0.
Boylece
_oa _ A1 (S(M)+(S(n)—251)e A1)+, S(n)(1-e~A1)(S(n)-257)
S(n+1)+S(n) — 2S5, = Aot S()eArsosriS) <0,
esitsizligi i¢in
— 25,-S(n)
Sn) <25, ve A< ln( = ) (4.34)
elde edilir. Benzer sekilde
— 2R;—R(n)
R(n) < 2R; andB, < In (T) (4.35)
ve
_— 2Z,-Z(n)
7(n) < 2Z; andD, < In (T) (4.36)

bulunur. Son olarak
N(n + 1) + N(n) — 2N; = N(n)e(®-9Zm-ds) 4t N(n) — 2N; >0  (4.37)

esitsizliginin saglanmasi i¢in



N(n) > 2N, (4.38)

kosulu elde edilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Sempozyum;

1. F. Bozkurt, A Mathematical Model of the Brain Tumor Glioblastoma Multiforme (GBM)
and the Immune System (IS) Interaction, International Conference Mathematical Science and
Applications, Abu Dhabi University, Arap Emirlikleri, Aralik 2012.

Yayin;

1. F. Bozkurt, A Mathematical Model of the Brain Tumor Gliobalstoma Multiforme (GBM)
and the Immune System (IS) Interaction, International Journal of Mathematics and
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