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TESEKKUR

Bu calisma konusunu bana veren, ¢alismalarimin planlanmasinda, yiiriitiillmesinde ve
yazilmasinda degerli katkilariyla en biiyiik destegi gordiigiim saygideger hocam Sayin
Yrd. Doc. Dr. Emin AYGUN’ e tesekkiirlerimi sunarim. B-970 proje kodu ile maddi
destek aldigim T.C. ERCIYES UNIVERSITESI BILIMSEL ARASTIRMA PROJLERI
BIRIMI’ ne tesekkiir ederim. Hayatimin her asamasinda maddi ve manevi desteklerini
esirgemeyen aileme, calismalarim boyunca sikintimi ¢eken ve paylasan, komikligi ile
stresimi alan ve suan vatani gorevini yapmakta olan kardesim Fatih Sener'e sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.
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REGULER VE KUVVETLI REGULER YAKIN-HALKALARIN
INCELENMESI

Serap SENER

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Subat 2010
Tez Damismani: Yrd. Do¢. Dr. Emin AYGUN

OZET

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci ve ikinci boliimde konuyla ilgili yapilan literatiir calismasinda, yakin-halkalar,
sifir-simetrik ve sabit yakin-halkalar, yakin-halka idealleri, yakin-halka homomorfizmi,

N-grup ve tipleri ile ilgili temel tanimlara, 6zelliklere ve teoremlere yer verildi.

Regiiler yakin-halka kavrami, kuvvetli regiiler yakin-halka kavrami, idempotent ve
nilpotent elemanlar, regiiler bilesen kavramlar1 tanimlanarak 6rnekleri ve ozellikleri bu

tezin tigiincii bolimiinde verildi.

Anahtar Kelimeler: Yakin-halka, regiiler yakin-halkalar, kuvvetli regiiler yakin-

halkalar.
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INVESTIGATION OF REGULAR NEAR-RINGS AND STRONGLY REGULAR
NEAR-RINGS

Serap SENER

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, February 2010 )
Thesis Supervisor: Assist. Prof. Emin AYGUN

ABSTRACT

This thesis consists of three chapters.

In the first and the second chapter, the literature study of the topic in this thesis has been
introduced and basic definitions, properties and theorems about near-rings, zero-
symmetric and constant near-rings, ideals of near-rings, homomorphisms of near-rings,

N-groups and types of N-groups have been given.

The third chapters of the thesis, regular near-rings, strongly regular near-rings,
idempotent and nilpotent member, regularity companion with its properties and

examples has been given.

Keywords : Near-rings, regular near-rings, strongly regular near-rings.
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KISALTMA VE SEMBOLLER

: Yakin-Halka
: N yakim-halkasinin 0-simetrik kismi

: N yakin-halkasinin sabit kismi1

: Dagilmali yakin-halka

: N-grup

: N yakin-halkasi tizerindeki bir N-grup

: I dan I'’ ya tiim fonksiyonlarin yakin-halkas1

: I' ’da sifir1 koruyan tiim fonksiyonlarin yakin-halkasi

: I' ’da tiim sabit fonksiyonlarin yakin-halkas1

: Halka

: I' ’dan I'’ ya tiim endomorfizmlerin yakin-halkas1

: N ’den M’ ye tiim yakin-halka homomorfizmlerin
climlesi

: N’den I' N-grubuna tiim N-homomorfizmlerin ctimlesi

: I' "nin en kiigiik N-alt grubu

: I' "nin sifirlayam

: v-tipinde Radikal



1. BOLUM

GIRIS

Tarihsel olarak ilk adim 1905 yilinda Dickson [1] tarafindan atilmis olan yakin-halkalar,
halkalarin bir genellestirilmesidir. Dickson sadece bir yonlii dagilma ozelligi olan
cisimlerin varhigimi gostermistir. Simdi bu cisimler yakin-cisimler olarak anilmaktadir.
Yillar sonra tiim sonlu yakin-cisimler ise Zassenhaus [2] tarafindan tespit edilmistir.
Giiniimiizde yakin-cisimler doubly transitive gruplari, incidence gruplar1 ve Frobenius

gruplari karakterize etmek i¢in kullanigh bir ara¢ olmuslardir.

Bir (I'.+) komutatif olmayan grubun iki endomorfizminin toplami, genelde bir

endomorfizm olmadigindan, I' 'nin endomorfizmlerinin tiim sonlu toplamlarinin ve
farklarinin E(I") ctimleleri calisilarak noktasal toplama ve bileske islemleri altinda bir
yakin-halka oldugu gosterilmistir. Boylece E(I")’nin dagilmali iiretilmis yakin-halkalar
siifina ait bir yakin-halka oldugu goriilmiistiir. Yakin-halkalar genellestirilmis halkalar
oldugundan halkalarin kurulus teorisinin bir¢ok kismi yakin-halkalara aktarilmis ve
yakin-halkalarin kendine 6zgii 6zellikleri incelenmistir. Bu sekilde devam edilerek

yakin-halka teorisi kurulmustur.

Halkalarda Jacobson Radikalinin sahip oldugu 6zelliklerin ¢ogu bir N yakin-halkasinda
Jo(N), J,(N), J,(N) ve J5(N) olarak yakin-halkalara farkhh bir¢cok primitif

tanimlar1 sayesinde yeni radikaller eklenmistir. Bu radikallerin 6zellikleri ve

birbirleriyle olan iligkileri bircok yazar tarafindan ¢alisilmis ve halen de calisilmaktadir.



Kaarli [3], I, N ‘nin bir ideali olmak iizere

Jo(I) =1NJ,(N)
oldugunu ispatlayarak J,(N) nin bir kahtsal radikal oldugunu belirlemistir. J;(N)

radikalini tanimlayarak sahip oldugu oOzellikleri arastirrp J,(N) ile yakindan ilgili
oldugunu, kalitsal radikal oldugunu;

Ji(I) =J5(N) N1

ve

J3(J3(N)) = J3(N)
esitliklerini Holcombe [4,5] de gostermistir.

Clay ve Lawver, halkalarin genellemesi olan yakin-halkalarda, halkada Boolean halkas1
olarak bilinen halkanin bir genellemesini tanimlamislar ve 6zelliklerini gelistirmislerdir.
Sonrasinda Clay ve Lawver ‘in ¢alismalarini da kullanarak Ratliff p-yakin-halkalar1
tanimlamistir. Beidleman da p-halkalarin bir genellemesi olan regiiler halkay1
kullanarak, p-yakin-halkalar sayesinde regiiler yakin-halkalar1 tanimlamis ve
ozelliklerini arastirmustir. Bu sekilde regiiler yakin-halkalarin 6zellikleri ve diger

yapilarla olan iligkileri bircok yazar tarafindan calisiimis ve halen de ¢alisilmaktadir.

Halkalarda da kullanilan regiiler halkalar kavrami, bu tezde yakin-halkalara: N bir
yakin-halka olmak iizere Vne N icin n = nxn olacak sekilde 3 xe N varsa N yakin-
halkasia regiiler yakin-halka denir seklinde aktarilmistir. Regiiler yakin-halka 6rnekleri,
regiiler bileseni ve bilesenin idempotent oldugu, birimli bir regiiler yakin-halkanin
idempotent elemana sahip oldugu tanim ve teoremlerle verilmistir. Kuvvetli Regiiler
Yakin-halka kavrami ve N sifir-simetrik bir regiiler yakin-halka ve N nin tek nilpotent

elemaninin 0 olmas1 durumunda asagidaki ifadelerin denkligi su teoremle verilmistir.

Teorem 1.1: N sifir-simetrik bir yakin-halka ve N nin tek nilpotent elemani 0 olsun. Bu
taktirde;

a) Vk,meN icin m.k =0 ise k.m =0,

b) N, IFP yakin-halkadir,

c) Her e idempotenti i¢in xe N olmak lizere exe = ex,



d) Her dagilmali idempotent merkezildir.

e) N birimli yakin-halka ise tiim idempotentleri merkezildir.

Bu teoremden 6rneklendirilerek bu tezin ligiincii boliimiinde gosterilmistir. Ayrica

Oonemli bir teoremde ii¢iincii boliimde su sekilde ifade edilmistir.

Teorem 1.2: N birimli ve sag degismeli bir yakin-halka ise bu taktirde
a) N sifir simetriktir,
b) N nin her N-altgrubu sol idealdir,
¢) N nin her N-altgrubu idealdir [23].



2. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tezde kullanilan, temel bilgi niteliginde olan tanmim ve kavramlara bu boliimde yer
verilecektir. Giinter Pilz'e ait ve yenilenmis baskisi 1983 yilinda yapilmis olan
Yakin-halka teorisinde temel kaynak kabul edilen “Near-rings” adli kitabindan bu

boliimde faydalanilmistir.

2.1. Temel Tanim ve Ozellikler

Her halka bir yakin-halkadir. Halkada olmayan bir 6zellik yakin-halkada da olamaz.
Yani; yakin-halkalar, genellestirilmis halkalardir. Sadece halkalardan farkh olarak, bir
yakin-halkanin ilk igslemi degismeli olmak zorunda degildir ve ikinci islemin yakin-
halka iizerindeki birinci isleme tek yonlii dagilma 6zelliginin olmasi yeterlidir ki bu

asagida verecegimiz tanimdan da acik olarak anlasilir.

(X34

Tammm 2.1.1. Bostan farkli bir N ciimlesi {izerinde tanimlanan “+” ve seklinde
gosterilen iki ikili islem ile asagidaki sartlar1 sagliyorsa, (N, +, .) iicliisiine bir yakin-
halka denir.

i) (N, +) degismeli olmas1 gerekmeyen bir grup,

ii) (N, .) bir yar1 grup,

iii) Vm,n,pe Nigin (m+n).p=m.p+n.p
Burada iii) sikkinda sagdan dagilma ozelligi verildiginden, bu sartlar1 saglayan (N,+,.)
ticliisiine bir sag yakin-halka denir. Eger bunun yerine,

Vm,n,pe N icin m.(n+ p)=mn+m.p

aliirsa, yani soldan dagilma 6zelligi saglaniyorsa , (N ,+,.) li¢liisiine bir sol yakin-halka
denir. Dolayisiyla, yakin-halkanin sag veya sol olmasmi dagilma ozelliginin yonii

belirler[11].



Bu calismada, kullanilan her yakin-halka terimi bir sag yakin-halkay: ifade edecektir.
Bazi1 yakin-halka 6rnekleri agsagidadir.

Ornek 2.1.2. N = {1,-1,i,-i } olmak iizere “A” islemi Vx,ye N i¢in

xXAy=x
ile tanimlanirsa bilinen ¢carpma ve “A” islemleri altinda N bir sag yakin-halka olur ki
bu islemi biitiin gruplara uygulayarak, yani; isleme giren elemanlardan birincisini veren,
yeni bir ikinci islem belirleyip bir yakin-halka elde edilebilir.
Ayni sekilde

xAy=0

olmas1 durumunda da bir yakin-halka elde edilir.

Ornek 2.1.3. (I'+) herhangi bir grup olsun.
M()={f:T —T | f bir fonksiyon}

ile tanimlanan bu ciimle, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda bir yakin-

halkadir.

Ornek 2.1.4. (N,+) bir grup ve Vm,ne N igin ¢arpma islemi;

m ,n#0
mn =
0 ,n=0

ile tanimlanirsa, (N,+, .) tgliisii bir yakin-halka olur. Bu yakin-halka literatiirde, bazen,

asikar yakin-halka adiyla karsimiza ¢ikmaktadir.

Ornek 2.1.5. Her grup icin bir yakin-halka elde edilebilir. S6yle ki , eger (N,+) grubu
izerinde ikinci islem, Vm,ne N ig¢in,
mn =0

ile tanimlanirsa, (N,+,)) bir yakin-halkadir.



Ornek 2.1.6. (I',+) herhangi bir grup ve “Or” ile bu grubun etkisiz eleman1 gosterilsin.
Bu durumda, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda asagidakiler birer
yakin-halkadir;

i) Mo(D)={f:T - T | f(Op)=0r}

iy M. (D)={ f:T —T | f sabit}

Op ,6=0

iii) M?(F)={fy:F%F|7€FVC f7(5):{7 ,0#£0

Ozellikler 2.1.7. N bir yakin-halka ise asagidaki 6zellikler saglanir.
a) Vxe N icgin, Ox =0 dir.
b) Vx,ye N igin, (—x)y =—xy dir.

Ispat : a) Vxe N icin, sagdan dagilma mevcut oldugundan,
Ox=(0+0)x=0x+0x
olur ki
Ox=0

elde edilir.

b) Vx,y e N igin, yine sagdan dagilma 6zelligi kullanilirsa,
(=0)y=0-x)y=0y-xy=0-xy=—xy

olarak bulunur.

Bir N yakin-halkasinda

Ox=0ve (—x)y=—xy
iken

xX0=0 ve x(—y)=-xy
olmak zorunda degildir. Soyle ki Ornek 2.1.3. de tamimlanan M (') yakin-halkasinda
f.ge M (I')icin

fo0=0

olmas1 f fonksiyonunun orjinden ge¢mesi ile saglanir. Benzer sekilde

fol(—-g)=—(f-°g)



olmasi da f fonksiyonunun tek fonksiyon olmasi ile saglanacaktir.
Cok kullanilacak yeni bir tanimi1 bu sekilde xO = 0 olacak sekildeki elemanlarin cimlesi

ortaya ¢cikarmistir.

Tanim 2.1.8. N bir yakin-halka olsun.

i) Nyp ={neN | n0 =0 } climlesine N yakin-halkasinin sifir-simetrik kismi,

ii) No. ={neN | V me N i¢in nm = n } climlesine N yakin-halkasinin sabit

kismi1 denir [11].

Burada, N yakin-halkas1 iizerinde tamimlanan iglemler altinda N, ve N, birer
yakim-halkadirlar. N = N, 1ise N yakin-halkasina sifir-simetrik yakin-halka ve

N = N, ise N yakin-halkasina sabit yakin-halka adin1 alir.

Ornek 2.1.9. (M (D))o =My() ve (M), =M () dir. Séyle ki,
(M), ={feM@)|f0=0}
={f e M(D|f(0)=0}
= M(I)
ve
(M), ={f € MD)|f 0= f}
= {f € M(D)|f sabit}

=M ()

dir. Bu yiizden M ((I') bir O-simetrik ve M .(I') bir sabit yakin-halkadir.

Tanimda da goriildiigii gibi yakin-halkadaki sabit kisim ve sifir simetrik kisimdan ve
bunlarin yakin-halka oluslarindan verilen ornekte de bahsedilmektedir. Yakin-halkanin
tiim elemanlarmin sabit eleman ve sifir simetrik eleman tarafindan teskil edilebilecegi

asagida verecegimiz teoremde de goriilmektedir.



Teorem 2.1.10. N yakin-halkasmmda N=N, + N dir [10].
Ispat: n € N icin
[n — (n0)]O0 = [n+( —n)0]0
=n0+(( —n)0)0
=n0+( —n)0
=0
olacagindan,
[n — (n0)] € N,
dir. Dolayisiyla V me N i¢in
(n0)ym = n0
olur ki
n0e N
olacagindan
n=[n- (n0)]+ no

formunda yazilabilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug olarak bir N yakin-halkasinda V ne N i¢in
n=ny,+ ng

olacak sekilde dn,€ N, ve dn.€ N, vardur.

Yari-direkt carpim gruplarda su sekildeydi: (G, +) bir grup, (A, +) ve (B, +)’da iki alt
grubu olsun. Eger,A " B = {0},A + B =G ve A alt grubu G’ de normal ise, G grubuna

A alt grubunun B alt grubuyla bir yari-direkt carpimi adi verilir.

Sonug 2.1.11. Bir (N, +, .) yakin-halkas: i¢in, (N, +) grubu, (Nq,+) 'nin (N.,+) ile bir
yari-direkt carpimudir [10].

Ispat: xe Ny N, olsun. Dolayisiyla

seklinde ne N vardir ve

olarak yazilabilir. Su halde



0=x0=((n0)0=n(00)=n0=x
olur ki NgN N, ={0} dir. Teorem 2.1.10 dan N = Ny + N dir. Simdi de (N,+) 'nin
(N, 4+)’da normal oldugunu gostermek gerekir. Eger me Ny ve ye N ise, bu durumda,
v+ m = y)0=(0) + (m0) +(~y)0
yazilisinda,
m0 =0
olacagindan,
YO+ (=y)0=0

seklinde yazilir. Bu ise, (Ng,+) 'min (&, + )’da normal olmas1 demektir.

Tanmim 2.1.12. (N, +, .) licliisii bir yakin-halka olmak {izere

i) Vx,ye N icin
d(x+y)=dx+dy

seklinde bir d € N elemanina dagilmali eleman,
ii) N yakin-halkasinin tiim dagilmal elemanlarmin ctimlesi N, ile gosterilir ve
N = N, ise, N ’ye bir dagilmal1 yakin-halka,
iii) (N,+) degismeliise N ’ye bir abelyen yakin-halka,
iv) (N,.) degismeli ise, N ’ye bir komutatif yakin-halka
v) (N,.) birimli ise N ’ye birimli bir yakin-halka,
vi) (N —{0},.) grup ise N ’ye yakin-cisim

denir [ 11].

Ornek 2.1.13. T' degismeli olmasi gerekmeyen bir grup olmak iizere E(I'), T'' nin
biitiin endomorfizmlerin ciimlesi olmak iizere noktasal toplama ve bileske islemleri

altinda bir dagilmali yakin-halkadir [ 11 ].
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2.2. N-Gruplar

Halkalarda c¢okca kullamilan modiil kavraminin, yakin-halkalara aktarilmasiyla elde

edilen yakin-modiil kavramima N-grup adi verilir ve su sekilde tanimlanir:

Tanim 2.2.1. (I',+) bir grup ve N bir yakin-halka olsun. Vx,ye N ve Vy e I igin,

U:NxI' —» T
7 — xy

doniistimii altinda; asagidaki sartlar saglamiyorsa (I', ) ikilisine bir N -grup, yani N
tizerinde yakin-modiil denir,
a) (x+y)y=xy+yy
b) (xy)y =x(yy)
Bu kisaca, N T ile gosterilir. Eger N, birimi 1 olan birimli bir yakin-halka ise, Vy € I
i¢in,
ly=y7

sartin1 saglayan I N -grubuna, bir iiniter N -grup denir.

Her yakin-halka kendi iizerinde bir N-grup oldugundan bu N* seklinde gosterilir.

Ornek 2.2.2. T' bir grup olsun.
H:-MI)xI — r
) = f)
olmak lizere Vf,ge M(I') ve Vy e I i¢in
(f+ry=U+8))=f+8()=fr+gy
(fe)y =(fe)y)=f(g(r)=f(gy)
oldugundan I' bir M (I') -gruptur.

Ozellikler 2.2.3. N bir yakin-halka ve I bir N -grup olmak iizere,
a) Vyel iin, 0y =0,
b) VyeTI ve Vxe N icin, (—x)y =—xy,

C) Vx e NO igil’l, )COI" =01",
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d) Vyel ve Vne N, igin, ny = nOr dur.

Ispat: @) Vye T icin,
0y =0+0)y =0y +0y
olacagindan Oy = O dur.
b) Vye I ve Vxe N igin,
—x)y=0-x)y=0y—xy=0p—xy=—xy
olur.
¢) Vxe N igin,
X0 = x(00p) = (x0)0p = 00 =Op
seklinde yazilir.
d) Vyel ve Vne N, icin,
ny =(n0)y =n(00r) =nO0r

olarak bulunur.

2.3. Diger Yapilar

Tanmim 2.3.1. N bir yakin-halka ve ( M, + ), ( N ,+ )’ nim bir alt grubu olsun. Eger,
Vm,ne M igin
mne M

ise, M ’ye N ’nin bir alt yakin-halkas1 denir [11].

Ornek 2.3.2. Yakin-halkalarda ki sifir-simetrik kisim ve sabit kistm N ’ nin birer alt

yakin-halkalaridir. S6yle ki Vx,ye N, i¢in
(x=y)0=x0-y0=0-0=0
olur ki N, bir alt gruptur. Benzer olarak
(xy)0=x(y0)=x0=0
olacagindan N, N, < N, elde edilir. Bu ise N, ’m bir alt yakimn-halka oldugu
anlamma gelir. Yine benzer olarak N sabit yakin-halkanin da bir alt yakin-halka

oldugu goriilebilir [11].
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Tanim 2.3.3. N bir yakin-halka olsun. ae N i¢in
a“ =0

olacak sekilde en az bir k tamsayis1 varsa a elemanina nilpotent eleman adi verilir.

Tanim 2.3.4. N bir yakin-halka ve ee N olmak iizere
e =e

ise “e” elemanina idempotent eleman ad1 verilir

Tanim 2.3.5. N bir yakin-halka ve I" bir N-grup olsun. I"’ nin
NHcCH
sartin1 saglayan bir H alt grubuna I" ’'nin bir N-alt grubu denir ve

seklinde gosterilir.

Herhangi bir I' N-grubunun alt modiilleri birer N-alt gruptur.

2.4. idealler ve. Homomorfizm

Tanim 2.4.1. N bir yakin-halka ve I, N’ nin bir normal alt grubu olmak iizere

a)INcI

b) Vm,neNve Viel icinm(n+ i) —mne [

sartlar1 saglaniyorsa I ° ya N yakin-halkasinin bir ideali denir ve I < N seklinde

gosterilir. Sadece a) sart1 saglaniyorsa I’ ya N’ nin bir sag ideali, sadece b) sarti

saglaniyorsa / * ya N’ nin sol ideali denir ve bu srasiyla 7/ <, N ve I <, N seklinde

gosterilir [11].

Tanim 2.4.2. N bir yakin-halka ve I' bir N-grup olmak iizere I'” nin bir H normal alt

grubu VyeI' , Vhe H ve Vne N i¢in,
n(y+h)—nye H

oluyorsa H’ a I'’ nin bir ideali denir ve H <, I" seklinde gosterilir [11].
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Ornek 2.4.3. N bir yakin-halka olmak iizere N, N yakin-halkasinin sol idealidir ancak
genelde ideali degildir.
Soyleki VneN ve nye N, i¢in

(n+ ny-n)0=n0+ ny0—no

=n0—n0
=0
olur ki N, , N 'nin bir normal alt grubudur. V m,ne N ve ny€ N, i¢in

[m(n+ ny)—mn]0 =m(n0+ ny,0)—mn0
= m n0 -mn0
=0
olacagindan,
m (n+ ny) —mne N,
elde edilir ki bu N, in N " nin bir sol ideali oldugunu gosterir.
Genelde ideali olmadigin1 gostermek i¢in; R reel sayilar ciimlesi ve N = M(R) olsun.
N, =M,(R) ve
h:R =R, h(x) =1,
olmak tizere he M(R) dir. 1 birim fonksiyon olmak iizere
1°h =1,
olur ki,
1°he M,(R)

olacagindan M ,(R), M(R)’ nin bir ideali degildir.

Tanmim 2.4.4. N ve M iki yakin-halka ve & : N — M bir doniisiim olmak iizere V x,ye N
icin,

a) h(x+y)=h(x)+h(y)

b) h(xy)=h(x)h(y)
sartlar1 saglamiyorsa A dOniisiimiine bir yakin-halka homomorfizmi denir. N
yakin-halkasindan M yakin-halkasina biitiin yakin-halka homomorfizmlerinin ctimlesi

Hom (N, M) ile gosterilir [11].
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Tammm 2.4.5. N bir yakin-halka, I' ve ¥ iki N -grup olsun. Eger h : I' - ¥
dontisimii, Vne Nve Vy,d € I igin,

a) h(y +6)=h(y)+h(5)

b)  h(ny)=nh(y)

sartlar1 saglaniyorsa 4 doniisiimiine bir N-homomorfizm denir [8].

Bilinen diger yapilarda kullanilan monomorfizm, izomorfizm, otomorfizm,
homomorfizmin c¢ekirdegi ve goriintii ciimlesi kavramlar1 yakin-halka teorisinde de ayni

sekilde aktarilabilir.

Onerme 2.4.6. N ve M iki yakin-halka ve & : N — M yakin-halka homomorfizmi olsun.
a) h (N) goriintiisii, M’nin bir altyakin-halkasidir.
b) Eger T, M’nin bir altyakin-halkasi ise, bu taktirde 4~ ( 7)’de N nin bir alt-
yakin-halkasidir.
¢) h(Ny)cM, di.
d) h(N, )cM, dir.

e) Eger h bir izomorfizm ise, #~' de bir izomorfizmdir [11].

Ispat: a) Acik olarak A(N), N’nin bir alt grubudur. x = A(m), y = h(n) € h(N) oldugun-
dan,

xy = h(m) h(n) = h(mn) € h(N)
seklinde yazilabilir ki A(N ), M’nin bir altyakin-halkasidir.

b) T, M’nin bir altyakin-halkas1 olsun. ™' (T)’nin N’nin bir alt grubu oldugu acik¢a
goriiliir. h(m), h(n) € T ise,
h(mn) = h(m) h(n)e T
olur ki,
mneh™ (T)
olacagidan 4" (T') N’nin bir alt yakin-halkasidur.
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¢) Vny€ N icin,
h(ny)0,=h(ny)h(0y)=h(ny0y)=h0y)=0,

bulunur ki, A(N, ) cM, dir.

d) Vn. € N_igin,
h(n.)0,,=h(n,)h(0y)="h(n, 0y)=~h(n,)

yazilir ki buda Vn,. € N, icin, h(n,) € M, yani h(N_ ) € M sonucunu verir.

e¢) h : N — M bir izomorfizm olmak iizere, h™' : M — N bir grup
izomorfizmidir. m,ne M olmak lizere,
h(x)=mve h(y)=n

formunda x,ye N elemanlar1 vardir. Dolayisiyla

h™' (mn) = h™" (h(x) h(y))

=h"" (h(xy))

= xy

=h™ (h(x)) k™" (h()
=h" (m)h™ (n)

seklinde yazilabileceginden ispat tamamdir.

Ornek 2.4.7. N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olmak iizere, Vy € T icin,
h}, N —> T
n - ny
seklinde tanimlanan doniisiim bir N -homomorfizmdir. Bu genel olarak

Homy (N, I ) ile gosterilir.

Tanim 2.4.8. N yakim-halkasinin bir M alt yakin-halkasi i¢in
MNcM ve NMcM
sartlar1 saglaniyorsa M ye N yakin-halkasinin bir invaryant alt yakin-halkasi denir.

Burada N ’nin yoniine gore M sag ya da sol invaryant alt yakin-halka adint alir [11].
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Ozellikler 2.4.9. N bir yakin-halka ve T bir N-grup olmak iizere;
i) I <, Nise Ny Icldr.
it) N =N, olmasi i¢in gerek ve yeter sart N yakin-halkasimin her bir sol idealinin
N " nin bir N-altgrubu olmasidir.
iii) N= N, ise I', N-grubunun her H ideali, I" "nin bir N-altgrubudur.
iv) Vye I igcin, Ny <y I' yani Ny, I' N -grubunun bir N -alt grubudur.

v) I', N-grubunun her H N-altgrubu i¢cin NOp = N.Opc H dur.

Burada NO. veya N_ O N-altgrubu I' ’nin en kiiglik N-altgrubudur ve bu Q ile

gosterilir. Agik olarak N = N, ise Q= 0 dir [12].

Ornek 2.4.10. N bir yakin-halka olmak iizere N c» N yakin-halkasmin invaryant alt
yakin-halkasidir fakat ideali degildir.
Soyleki VneN ve n. € N, igin
(nn,)0=n(n, 0)
=nn,

olur ki NN, € N, dir. Benzer olarak N-N c N oldugu da goriilebilir. Dolayisiyla
N, N 'nin bir invaryant alt yakin-halkasidir. (N,+ ), ( N, + ) nin normal alt grubu
olmadigindan N, N ’nin ne sag ne de sol idealidir. (I',.+) komutatif olmayan bir grup
ve 7,0 € I elemanlari

y+0#0+y
olacak sekilde secilsin. Simdi, bir f7, doniistimii

fy:I' = T

X =y
seklinde tanimlansin. Bu durumda, f7 e M .(I')’dir. 1€ M(I') birim doniisiimil i¢in;
A+ fy =DOp)=0r+y-0pr=y

olur ama

A+ fy-D6)=6+y-6=y
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oldugundan
1+f7,—leE M. 1T)
olur ki M .(I'), M (I')’min bir normal alt grubu degildir [11]. O halde, M .(I')’nin

M (I')’da normal olmasi icin gerek ve yeter sart I' ’nim bir abel grubu olmasidir.

Tanmim 2.4.11. N bir yakin-halka olsun. N nin tiim sifirdan farkli ideallerinin ciimlesinde

en kiiciik olan ideale N’ nin minimal ideali denir [11] .

{0}  ideali, bir N yakin-halkasinin tiim ideallerinin ciimlesinde daima minimal

oldugundan, asagidaki tanimlar halka teorisinde oldugu gibidir.

Tanim 2.4.12. N bir yakin-halka ve I'" bir N-grup olsun. N’ nin (I" "nin) asikar olmayan
ideali yoksa N’ ye (I ’ya) basittir denir. Eger I’ 'nin Q ve I' disinda N-alt grubu yoksa
I" ’ya N-basittir denir [11].

Tamm 2.4.13. N bir yakin-halka, I" bir N-grup, K, ve K,, I' 'nin iki alt ctimlesi olsun.
Bu taktirde

(K,:K,)y ={neN | nkK, cK,}
ile tanimlanir. ¥ € I' i¢cin ({y}: K) =(y : K) ile gosterilecektir.

(0, :K )y ={neN | nkcO, }

climlesine K nin sifirlayani denir ve kisaca ( 0 : K ) ile gosterilir [11].

Onerme 2.4.14. N bir yakin-halka, I" bir N-grup olsun. Bu taktirde;
a) K, T ’nin bir alt grubu , K, de bir alt ciimlesi ise (K, :K, ), ciimlesi de
N" nin bir alt grubu olur. Ayni tamm K ,in I'" 'nmn normal alt grubu,
N-alt grubu ve ideali olmas1 durumunda da gecerlidir.
by VyeT igcin (0:y)<,N dir.
¢) Her K N-alt grubu icin (0 : K )< N dir.
d) K,K,(iel) I ’nm alt ciimleleri olsun. Bu taktirde
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(K, :K)=([)K,: K)

iel iel

olacagindan
U, 1K) (| K, : K)
iel iel

dir.

e)Kc T ise,
(0:K)=(0:k)
ke K
seklinde yazilir.

f) N yakin-halkasinin herhangi iki I ve K N-gruplari, N-izomorfik ise

0, :T)=(0, : K)

esitligi vardir [11].

Tammm 2.4.15. N bir yakin-halka, I' bir N-grup olmak tizere (0, :I") = 0 ise I''ya
diizenli (faithful) N-grup denir [11].

Tanim 2.4.16. N bir yakin-halka olmak iizere eger Va,b,ne N i¢in
ab=0 iken anb=0
ise, N ’ye bir IFP (araya c¢arpan alma 6zelligi) yakin-halka adi verilir.

Onerme 2.4.17. N bir yakin-halka, I" bir diizenli N-grup olmak iizere;
a) I' komutatif bir grup ise N yakin-halkas1 da komutatifdir.
b) VneNve Vy,0 €T igin,
n(y+0)=ny+nd

oluyorsa, bu taktirde N = N, dir.
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2.5. ilkel idealler

Tanim 2.5.1. N bir yakin-halka ve I' bir N-grup olmak iizere,
a) Ny ={ny: neN } =1 olacak sekilde ye I' varsa I'' ya monojenik N-grup,
b) I monojenik ve V ye I icin,
Ny=1 veya Ny =0

oluyorsa I'"' ya kuvvetli monojenik N-grup adi veriir [11].

Burada monojenik alt grup elde etmek icin I" yerine N’ nin bir alt grubu alinir.
Kuvvetli monojenik bir N-grupta

Q ={0}veya Q =T
esitlikleri gecerlidir.

Onerme 2.5.2. T , ¥, eleman tarafindan monojenik olan bir N-grup olmak iizere
a) EgerI<,N isely, <, I dir,
b) e € N bir sol birim ise bu taktirde V ¥ € I" iciney = y dir,
¢) I diizenli bir N-grup ve e N bir sol birim ise bu taktirde e cift yonlii
birimdir.
d) Eger I' bir Ny-grup ve N -basit ise, bu durumda ya NI'= {0, } yada I'

kuvvetli monojeniktir.

e) NO =, ]%o:;/) dir [11].

Ispat: @) T, y, tarafindan monojenik bir N-grup oldugundan,
Ny,=T
dir. V y €I igin,
Yy =n,%
seklinde dn, € N vardir. O halde Viy, € 1y,, VneNve V y € I' icin,
n(y +iy,) —ny =n(n, y, +iy,) — nn, ¥,

=[n(n,+ i) —nn,]y,€ Iy,
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olurkily, <, I' sonucuna ulasilir.
b) I', y, tarafindan monojenik bir N-grup oldugundan, V y € I' icin,
Yy =n,%
seklinde 3 n,€ N vardir. O halde V 7 € I i¢in
ey =en, ¥, =n,¥%=7

yazilabileceginden istenen elde edilir.

¢) e N sol birim olmak iizere V ¥y € I' ve Vne N icin
O =ny —ney =(n—ne) y
seklinde yazilabilir ki I" diizenli oldugundan,
n —nee (0. : I' ) = {0}
dir. O halde
n —ne=0= n=ne

elde edilir ki e ¢ift yonlii birimdir.

d) I bir Ny-grup ve N -basit olmak iizere, Kabul edelim ki I''nin Q =N,0. ve

kendisinden baska N -alt grubu bulunmasin. V y e I' i¢cin, Ny I'’ nin N-alt grubu

oldugundan,
Ny =Q=N,0; = {0}

ya da

Ny =T
olacagindan I' kuvvetli monojeniktir.
e)

f:N — T
n — ny,

bir N-epimorfizmi olsun.
cekf={neN | h(n)= 0, }

:{n€N|n70:0r}
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=(0r : 7,)

oldugundan izomorfizm teoremleri geregince

N =y ]%0:7,,)

dir.

Ornek 2.5.3. T' bir grup olsun. Ornek 2.2.2. de tanimlanan I, M( T )-grubunun
kuvvetli monojenik oldugunu gosterelim. (I",+ ) grubu iizerinde
M(T)={h:T — T | hbir fonksiyon }
climlesi fonksiyonlardaki noktasal toplama ve bileske islemleri altinda bir yakin-halka
oldugu biliniyor. y€ I i¢in,
M)y ={h.y | he M(T)}=T

olacagindan I', M(T")-grubu kuvvetli monojeniktir.

Tanim 2.5.4. N bir yakin-halka ve I' sifirdan farkli bir monojenik N-grup olsun.
i) I' 'nin O ve kendi disinda ideali yoksa I" ’ya O-tipinde [4],

i) I' kuvvetli monojenik N-grubun O ve kendi disinda ideali yoksa I ’ya
1-tipinde [4],
iii ) I' 'nin O ve kendi diginda N-alt grubu yoksa I"’ya 2-tipinde [5],

iv) I' 2-tipinde ve Vf, ge I' veV ne N icin nf = ng iken f = g oluyorsa I"’ya
3-tipinde denir [13].

Ornek 2.5.5.T = Z, ve N =M (Z,) yakin-halkas1 olsun.
My ={he M, (Z) | f@<{0.2))
ciimlesi I' 'min O ve kendi disinda bir ideali olmadigindan I" O-tipinde bir M, -gruptur.

Fakat I" grubu kuvvetli monojenik degildir. Bundan dolay:1 1-tipinde bir M, -grup
degildir [17].

1-tipinde olup 2-tipinde olmayan bir 6rnek verelim.
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Ornek 2.5.6.T = Z 4 grubunu ve N = M (Z,) yakm-halkasim gdz oniine alalm.
M,={he My (Z,) | h(2)=0}
olmak iizere, V ¥ € I'i¢in
M,y =1 veya0
oldugundan I' kuvvetli monojenik bir M, -gruptur. Ayrica I' nin 0 ve kendi diginda
bir ideali olmadigindan I' 1-tipinde bir M, -gruptur ama {0, 2 } I" 'nin bir M, -alt

grubudur. Dolayisiyla I 2-tipinde bir M, -grup degildir [17].

Onerme 2.5.7. N bir yakin-halka ve I" sifirdan farkli bir monojenik N-grup olsun. Bu
taktirde

a) I' 2-tipinde = 1-tipinde = O-tipindedir,
b) I' 1-tipinde veya 2-tipinde ise bu taktirde Q = {0} veya Q =I" dir.

¢) N sifir-simetrik bir yakin-halka ve I' bir {initer N-grup ise bu taktirde I
1-tipindedir < 2-tipindedir [11].

Tamm 2.5.8. N yakin-halkasinin bir / ideali icin eger I = ( 0 : I' ), olacak sekilde

v-tipinde ( v = 0,1,2,3 ) bir N-grubu varsa, I ’ya I' "nin bir v-ilkel ideali denir. Eger bu
I' N-grubu diizenli ise, N ’ye bir v-ilkel yakin-halka ad1 verilir [11].

Tanim 2.5.9. N bir yakin-halka ve P <N olsun. V A, B< N idealleri i¢in
ABc PikenAcPveyaBC P

oluyorsa P idealine 0-asal ideal denir [14].

I-asal ve 2-asal ideal tanimlarini, Holcombe [4] yapmustir. 1-tipinde N-grup tanimindan
yola ¢ikarak 3-asalligi Groenewald [7], halkalardaki asalligin yeni bir genellestirmesi
olan e-asal (equiprime) ideal kavramini ise Booth, Groenewald ve Veldsman [18]
caligmiglardir. Yakin-halkalarin tam asal ideallerini de Reddy ve Murty [19]

tanimlamistir.
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Tanim 2.5.10. N bir yakin-halka ve P, N ’nin bir ideali olmak iizere

a) Her A ve B, sol idealleriicin ABCc P = Ac PveyaBC P
oluyorsa P’ye 1-asal ideal,

b) N ’nin her A ve B, N-altgrubu i¢cin AB c P iken A c P veya B C P
oluyorsa P ye 2-asal ideal,

¢) N ’nin aNb c P olacak sekildeki her a,b elemani i¢cin ae P veya be P

ise P ye 3-asal ideal[7],
d) VneNve ax,ye Nigin anx - anye P iken ae P veya x-ye P ise

P ye e-asal(equiprime) ideal denir [18].

Tamm 2.5.11. Bir N yakin-halkasmin sifir ideali v-asal (v = 0,1,2,3,e) ise, N ’ye v-asal
yakin-halka denir [11].

Bir N yakin-halkasinin bir P ideali icin e-asal ise 3-asal, 3-asal ise 2-asal, 1-asal ise O-
asal, yakin-halka sifir simetrik iken 2-asal ise 1-asal gecisleri mevcuttur fakat tersleri N
‘nin sifir-simetrik olmasi durumunda dahi mevcut degildir [9]. Bir e-asal yakin-halka

ayni zamanda O-simetrik ve 3-asal yakin-halkadir.

Ornek 2.5.12. (T", +) bir sonlu grup ve 0 # K, I'” nin asikar olmayan bir alt grubu
olsun.

M, (T)={h: T—> T | h(0.)=0, }

yakin-halkasini goz Oniine alalim.
M, (T)y={heM, (D) | h(®)cK }

secilirse M,(I'), M, (I')’'min bir alt yakin-halkas1 olur. M, (I")’nin kendisinden ve
sifirdan farkl tek ideali:

I=(0:K),  ={he M(I)| hK=0}
dir. 1? # 0 oldugundan, M, (I") O-asal yakin-halkadir. M, (I")’ nin kendisinden farklh
tek 1-asal ideali I’dir. O halde M, (I")’ min sifir-ideali 1-asal degil, yani M, (I") 1-asal
bir yakin-halka degildir [7].
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Ornek 2.5.13. Klein-4-grup iizerinde, elemanlar1 {0, 1, 2, 3} olan, Vx,ye N ig¢in, ikinci

x ,y=3
_x =
"o Ly=3

islemi

seklinde tanimlanmis bir yakin-halka N olsun. N’nin tiim sol idealleri, {0} ve N dir.

N2 #0 oldugundan, {O} N nin 1-asal idealidir ki N bir 1-asal yakin-halkadir.

Ornek 2.5.14. N, Klein-4-grup iizerinde, ikinci islem tablodaki gibi verilen bir

yakin-halka olmak iizere

0 1 2 3
0 |0 0 0 0
I |1 1 1 1
2 10 0 0 2
3 11 1 1 3

N ’nin tiim N-alt gruplar1t N ve I = {0,1} dir. S {0} oldugundan, N 2-asal bir

yakin-halkadir. Ama J ={0,2} <; N ve J 2= {0} oldugundan N 1-asal bir yakin-halka

degildir [6]. Bu durumun tersi genelde dogru degildir. Yani, O-simetriklik durumu olsa

dahi, bir yakin-halkada 1-asallik 2-asallig1 gerektirmez.

Ornek 2.5.15. N Klein-4-grup iizerinde, elemanlar1 {0, 1, 2, 3} olan, Vx,y €N igin,

x ,y=3
Xy =
"T0 Ly#3

ikinci islemi

seklinde tanmimlanan bir yakin-halka olsun. Ornek 2.5.13.’den N yakin-halkasi 1-asaldur.

I = {0,1} N'nin [ 2 = {0} olan bir N-alt grubudur. O halde N 2-asal bir yakin-halka

degildir.

Bir N yakm-halkasmin 2-asal ideali, ayn1 zamanda 3-asal ideal olmak zorunda degildir.
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Ornek 2.5.16. N, Z, = {0,1,2} grubu iizerinde carpma islemi Vx,y € Z; igin,
x ,y=2
Xy =

YT Ly=2
ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. Bu durumda N’ nin tiim N-alt gruplar1 sadece {0}
ve Ndir. N 2 # {0} oldugundan, N 2-asal bir yakin-halkadir. Fakat,

IN1 = {0}

oldugundan N bir 3-asal yakin-halka degildir.

Bir e-asal yakin-halkanin ayni1 zamanda O-simetrik ve 3-asal oldugunu biliyoruz bunun

tersinin dogru olmadigini ornekle gosterelim.

Ornek 2.5.17. (N, +) mertebesi 3’¢ esit veya biiyiik olan bir grup olsun ve N iizerinde

carpma islemi, Vx,y € N icin,

_x ,y#0
Yo Ly=o0

seklinde tanimlansin. Vxe N i¢in x0 = 0 oldugundan, N O-simetrik bir yakin-halkadir.
Eger x,y # 0 ise, xNy = {0, x}
olur. Buradan xNy = 0 iken x = 0 veya y = 0 elde edilir. O halde N bir 3-asal yakin-
halkadir. Simdi O # x,y e N ve x #y olsun. y,eN i¢in
eger y,# 0 ise,

XY X=Xy,y=x
ve eger y, =0 ise,

xyx=xy,y=0
olur ki, bu durumda V y, e N i¢in,

AV X=XyY

dir. Fakat x # y oldugundan, N bir e-asal yakin-halka degildir.



3. BOLUM
REGULER YAKIN-HALKALARIN iNCELENMESIi

Regiiler yakin-halka kavrami, 6zellikleri, 6rnekleri, teoremleri ile incelenmis ve yakin-
halkaya kattig1 farkliliklara bu boliimde yer verilmistir. Regiiler yakin-halka kavramini
incelerken faydalandigimiz temel kaynaklar; Pilz’ in kitabi ve Groenewald [6,20],

Holcombe[4,5] 'nin makaleleri olmustur.
3.1. Regiiler Yakin-Halkalar

Tanmim 3.1.1. Herhangi bir yakin-halka N olsun. Vke N i¢in k = kxk olacak sekilde

J xe N varsa N yakin-halkasina regiiler yakin-halka denir.

Ornek 3.1. 2. N yakin-halkasinin sabit kismi olan N ¢ bir regiiler yakin-halkadir.
Simdi N 'ninregiiler yakin-halka oldugunu gosterelim;

N ={keN| VkeNigin km=k )
oldugundan Vke N, i¢in k = kxk olacak sekilde JIxe N, vardir. Gergekten
Vke N, oldugundan kx = k dir. Dolayisiyla

kxk =kk
=k
olur ki N, bir regiiler yakin-halkadir.

Ornek 3.1.3. Her hangi bir grup (N, + ) olsun. “*” islemi asagidaki sekilde tanimlarsa,

k, m#0
k*m=
0, m=0
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(N, +, *) lgclisi bir yakin-halka olur ve Vke N i¢in k = kxk olacak sekilde xe N
vardir. Soyle ki ;
x # 0 segersek

k=0,k+xk=0=>k=k*k

k=kxxxk=
kz0,kxk=k=>k=kx*xk
olur ki 3 xe N bulunur.

x = 0 segersek
k=k+xxk=0%k=0
olur. Dolayisiyla N bir regiiler yakin-halkadir.

Ornek 3.1.4. N yakin-halkas: eger tamlik yakin-halka ise ayn: zamanda regiiler

yakin-halkadir. Eger tamhk durumu varsa VkeN icin k = xk’ olacak sekilde xe N

vardir.

(k — kxk)k = k* — kxk?

= k*—kk
— k2_k2
=0

seklinde elde edilir ki (k — kxk)k = 0 ise tamlik yakin-halka geregi
yvak=0 yada k—kxk=20
dir. VkeN icin k = 0 olamayacagindan
k —kxk =0

olur ki bu N nin regiiler yakin-halka olmasi anlamina gelir.

Tanmmm 3.1.5. N regiiler yakin-halkasinda, Vke N icin k = kxk sartin1 saglayan x
elemanma, k nin regiiler bileseni denir. Ayrica k = kxk yazilisinda “xk” elemanina k

icin Ozel sag birim, “kx” elemanina da benzer olarak 6zel sol birim ad1 verilir.

Onerme 3.1.6. x, k min regiiler bileseni olmak iizere N regiiler yakin-halkasinda;
i) xk idempotentdir

ii) kx idempotentdir.
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Ispat: i) (xk)*> = xk oldugunu gostermeliyiz.
(xk)* = (xk)(xk) (Vke N icin k = kxk oldugundan)
(xk)* = x(kxk) = xk

olacagindan xk idempotentdir. Benzer olarak kx elemanminda idempotent oldugu

gosterilebilir.

Teorem 3.1.7. N sag degismeli bir regiiler yakin-halka ve m ve n, x in regiiler

bilesenleri ise
dir.

Ispat: N sag degismeli, regiiler yakin-halka ve m ve n, x in regiiler bilesenleri olmak

lizere
Xm = Xxnxm
= xxnm
= xxmn
= Xmxn
= xn
bulunur.

Teorem 3.1.8. N sag degismeli bir regiiler yakin-halka ve m, x in regiiler bileseni ise

mx =x.

Ispat: N sag degismeli, regiiler yakin-halka ve m, x in regiiler bileseni olsun.
mx = mmx
= mxm
=X
seklinde elde edilir.
Teorem 3.1.9. N birimli yakin-halkas1 regiilerdir ancak ve ancak Vke N icin
N.k=N.e

olacak sekilde 3 e = e*e N idempotent elemam vardur.
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Ispat (=): N birimli yakin-halkas1 regiiler olmak iizere Nk = N.e oldugunu
gostermeliyiz. Bunun icinde birbirinin alt ciimlesi oldugunu gostermek gerekir. Ilk
olarak N.e € N.k oldugunu gosterelim. Onerme 3.1.6. den xk idempotent oldugundan e
= xk olmak lizere; VneN icin ne = nxk olur ki nxe N oldugundan nee Nk duir.
Dolayisiyla Ne < Nk oldugu gosterilmis olur. Benzer olarak Nk < Ne oldugu da
gosterilebilir ki Nk = Ne dir.

(&): N birimli yakin-halkasinda Vke N icin Nk = Ne olacak sekilde 3 e=e’e N

idempotenti mevcut olsun. N nin regiiler oldugunu gostermeliyiz. e = ¢* oldugundan
e€ Ne olur ki Nk = Ne kabuliinden e N.k dir. O halde
e =xk (D)
olacak sekilde 3 xe N vardir. Diger taraftan N birimli oldugundan
Vke N icin k=1,k
seklinde yazilabileceginden ke Nk dir. Boylece Nk = Ne oldugundan ke Ne olur ki
k = ne (2)
olacak sekilde ne N vardir. O halde VkeN igin
k= ne((2)den)
=nee(e= e’ oldugundan)
= ke ((2) den)
= kxk ((1) den )
olur ki N regiiler yakin-halkadir.

3.2. Kuvvetli Regiiler Yakin-Halkalarin incelenmesi
Kuvvetli regiiler yakim-halkalar kavrami daha da genel olmasi bakimindan regiiler
yakin-halkalarin ~ uygulama alanlarindan  biridir.  Ayrica  kuvvetli  regiiler

yaki-halkalar kavrami yakin-halkalarin ¢cok yaygin ve kullanigh konularindan birisidir.

Teorem 3.2.1. N sifir-simetrik bir yakin-halka ve N nin tek nilpotent elemani 0 olmak

uzere;
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a) Vk,meN icin m.k =0 ise k.m =0,
b) N, IFP yakin-halkadur,

c) Her e idempotenti i¢in xe N olmak lizere exe = ex,
d) Her dagilmali idempotent merkezildir.
e) N birimli yakin-halka ise tiim idempotentleri merkezildir.

Ispat: a) Vk,meN icin mk = 0 oldugunu kabul edelim
(km)’=kmkm=kOm =k0 =0

( k.m)*= 0 olur ki tek nilpotent eleman sifir oldugundan km = 0 dur.

b) Vk,meN i¢in mk = 0 olsun . Burada Vxe N i¢in mxk = O olursa N nin /FP
oldugunu gosterilmis demektir.
(m.xk)* = mx.km.x.k ((a) sikkindan )
= mx 0 xk
= mx 0 ( Sifir simetrik oldugundan)
=0
olur. Burada sifirdan baska nilpotent eleman olmadigindan Vxe N i¢in mxk = 0

olacagindan dolay1 N yakin-halkas1 IFP yakin-halkadir.

¢) Her e idempotenti i¢in xe N olmak iizere exe = ex oldugunu gostermek icin
(ex—exe )>=0
oldugunu gostermeliyiz.
(ex—exe )2= (ex —exe) (ex — exe)

=ex (ex —exe) — exe( ex — exe)

bu iki toplamin sirastyla sifir oldugunu gosterelim;
e (ex—exe)=(ex—exe)e

exe — exe ( (a) sikkindan)
=0

olacagindan e ( ex — exe) = 0 ise (b) sikkinda Vxe N i¢in
mx.k =0
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olmasi gerektiginden; Vxe N i¢in,

ex(ex—exe)= 0
elde edilir. Benzer sekilde Vee N icin de

exe (ex—exe)= 0
olur ki bu ise

(ex—exe )2 = ex (ex —exe) — exe( ex — exe)
=0-0=0

oldugundan

exe = ex

elde edilir.

d) Her dagilmali idempotentin merkezil oldugunu gosterelim. e N, ve Vxe N i¢in
ex = xe
oldugunu gostermeliyiz.
e (xe —exe) = exe —exe =0
e (xe —exe) = (xe — exe )e = 0 ((a) dan)
&xe —exe =0
&xe = exe
<xe = exe = ex ((¢) den)

&~xe = ex

e) N birimli bir yakin-halkanin tiim idempotentlerinin merkezil oldugunu gosterelim. N

nin “1, 7 gibi bir birim elemana sahip oldugunu kabul edelim ve idempotent eleman
da “e” de olmak iizere
(Iy—e)e=e—e=0
oldugundan (1, —e ) e = 0 iken VxeN i¢in
(Iy—e )xe =0
olur ki
(Iy—e )xe=xe—exe=0

xXe=exe
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elde edilir. Her “e” idempotenti icin x e = e x oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in

x e =exe oldugundan e x = e x e oldugunu gostermek yeterlidir.
(ex —exe)’ =( ex — exe ).(ex — exe)
(ex—exe)’ =0
olur ki tek nilpotent eleman sifir oldugundan ( ex — exe )* =0 ise
(ex—exe)=0
olacagindan ex=exe elde edilir. Dolayisiyla

xXe=exe=ex — xe=ex

dir.

Sonug 3.2.2. N sifirdan farkli, birimli ve regiiler yakin-halka ise;
i) N sifir-simerik ise 0 dan bagka nilpotent eleman1 yoktur.
ii) N nin tiim idempotentleri merkezildir.

iii) N yakin-cisimlerin alt direkt toplamidir.

Tanmim 3.2.3. Sonug 3.2.2. de ki denk sartlardan birini saglayan yakin-halkaya kuvvetli

regiiler yakin-halka denir.

Onerme 3.2.4. Bir N tamlik yakin-halkasinda her sifirdan farkli idempotent eleman
ayni zamanda bir sag birimdir.
Ispat : Kabul edelim ki sifirdan farkli bir idempotent eleman “e” olsun. Vxe N igin
xe =x
oldugunu gostermeliyiz.
(xe—x)e=xe—xe=0
(xe—x)e=0
N tamlik yakin-halkasi oldugundan ya “xe — x” ya da “e” sifir olmalidir. “e” sifirdan
farkli oldugundan
xe—x=0
olur ki

xXe =X
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elde edilir.

Onerme 3.2.5. Bir N regiiler tamlik yakin-halkast icin her sifirdan farkli idempotent
elemani
ex = exe

esitligini saglar.
Teorem 3.2.6. Her sabit yakin-halka icin tek nilpotent eleman sifirdir.

Ispat: N sabit yakin-halka ve aeN sifirdan farkli bir nilpotent eleman olsun.
Dolayisiyla

a*=0
olacak sekilde en kiiciik 3ke Z* vardir. N ={ ke N | V me Nigin k.m =k } sabit

yakin-halka oldugundan
a*=aa..a=aa""'=0
ve a*'=n segersek
an =0
olacagindan
a=0

olur ki bu ise celigkidir. O halde tek nilpotent eleman sifirdir.
Sonugta her tamlik yakin-halkasimin tek nilpotent elemani sifirdir.
Teorem 3.2.7. N tamlik yakin-halkasi sifir simetrik degil ise sabit yakin-halkadir.

Ispat: N tamlik yakin-halkas1 sifir simetrik degilse 3xe N icin x0 # O dir. O halde
Vke N i¢in
(kx0—k)x0 = kx0—kx0 =0
olur ki N tamlik yakin-halkas1 ve x0 # 0 oldugundan
kx0—k =0
kx0 = k



34

elde edilir. N nin sabit yakin-halka oldugunu gostermek icin k0 = k oldugunu
gostermeliyiz.
kO = kx00
= kx0
=k

olur ki bu da N nin sabit yakin-halka olmas1 demektir.

Teorem 3.2.8. N birimli ve sag degismeli bir yakin-halka ise bu taktirde
a) N sifir simetriktir,
b) N nin her N-altgrubu sol idealdir,
¢) N nin her N-altgrubu idealdir [23].

Ispat: a) N birimli ve sag degismeli bir yakin-halka olmak iizere sifir simetrik olmasi

icin Vke N i¢in k 0 = 0 olmaldir.

kO = 1.kO
=10k
=0.k

olur ki N sifir simetriktir.

b) N bir yakin-halka ve I" bir N-grup olsun. I"’ nin
NHcCcH

sartin1 saglayan bir H alt grubuna I" "nin bir N-alt grubu dendigini biliyoruz. Sol ideal
oldugunu gostermek i¢in
NIclI
oldugunu gostermeliyiz. Vk,me N ve Viel igin
m(k+i)-mkel
olmali. k& = 0 i¢in de saglamasi gerekir
m(0+i)—m0 =mi

olur ki miel olacagindan esiti de / nin elemanidir. Bu ise / nin sol ideal olmasidir.
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¢) Sol ideal oldugunu gosterdik, simdi de sag ideal oldugunu, yani;
INCI
oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur. NI ¢ I oldugundan miel olur ki
mi = l.mi
=1lim
=imel

oldugundan / bir idealdir.
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