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Proximity uzaylar teorisinin temeli Frigyes Riesz tarafindan 1908’'de Roma matematik
kongresinde ortaya atilmistir. Konu Efromovich tarafindan 1950’lerin baglarinda yeniden
kesfedilmistir. Efromovich, herhangi bir X climlesinin A ve B alt cumleleri icin “A, B’ye

yakindir” proximity bagintisini karakterize etmigtir.

Proximity uzaylar topolojik bakimdan ¢ok zengin 6zelliklere sahiptirler. Bu nedenle proximity
yapisi ve bu yapinin topolojik uzaylar, metrik uzaylar ve uniform (diizgliin) uzaylarla olan
iliskileri bircok matematik¢i tarafindan incelenmis ve bu alanda birgok arastirma
yayinlanmistir. Fakat proximity uzaylar topolojik kategorisi alaninda c¢alismalari olan

arastirmacilarin sayisi oldukga azdir.

Bu proje galismasinda oncelikle kiimeler tzerindeki keyfi bir topolojik kategori icin lokal ve
genel ayirma aksiyomlari tanimlari incelenmistir. Daha sonra proximity uzay kavrami ve bu
uzayin Ozellikleri g6z o6nunde bulundurularak olusturulan Proximity uzaylar topolojik
kategorisi (Prox) ve bu kategorinin 6zellikleri arastinimistir. Prox kategorisi igin lokal ayirma
aksiyomlari karakterize edilerek, lokal ayirma aksiyomlari yardimiyla tanimlanan bir objenin
(kuvvetli) kapali ve (kuvvetli) acik altobjeleri Prox kategorisi icin belirlenmistir. Ayrica
baglantili objelerin c¢esitli kavramlarinin her birinin karakterizasyonu da bu kategoriye
aktariimistir. Son olarak Prox topolojik kategorisi icin genel ayirma aksiyomlari karakterize

edilerek, lokal ve genel ayirma aksiyomlari arasindaki iligkiler arastiriimistir.

S6z konusu bu galigma, TUBITAK tarafindan 114F300 proje numaral 1002-Hizli Destek
Programi kapsaminda desteklenmistir. Proje igin Tubitak destek miktar yetersiz kalabilir
dislincesiyle Erciyes Universitesi Bilimsel Aragtirma Projeleri (BAP) Koordinasyon Birimine
“Dis Kaynakli Projeler igin ihtiyag Projesi” kapsaminda destek talebinde bulunulmustur.
“Proximity Uzaylarin Topolojik Kategorisinde Lokal ve Genel Ayirma Aksiyomlar” baslkli
projemizin BAP Birimince desteklenmesine karar verilmistir. Bu surecte gerekli sarf

malzemelerinin alimi BAP birimince tahsis edilen 6denekten gergeklestiriimistir.
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OZET

Proximity uzaylar teorisi 1908'de Roma matematik kongresinde, bugln teorinin temel
kavramlari haline gelen Riesz’'in [47] “Enchainment Teorisi” Uzerine gesitli fikirlerin tartisildigi
sirada ortaya ¢ikmistir. Konu Efremovich [19, 20] tarafindan 1950’lerin baglarinda yeniden
kesfedilmistir. Efremovich, herhangi bir X cimlesinin A ve B alt cumleleri icin “A, Bye
yakindir” proximity bagintisini karakterize etmigtir. Bu bagintiyla X cumlesi proximity uzay

adini almistir.

Proximity uzay igin metrik uzayin dogal bir genellemesidir diyebiliriz [41]. Metrik uzayda
yapilan calismalarin proximity uzaya aktarilabilmesi, proximity uzay kavraminin dnemli
uygulama alanlarina sahip oldugunu gdstermektedir. Son yillarda proximity uzaylarin sitoloji
(htcre biyolojisi) alaninda [42, s.44], kriminolojide el yazisi sahtecili§i ve sahte imza
tespitinde; zoolojide de kamuflaj konusunda uygulamalarinin mevcut oldugunu gdsteren

birgok arastirma yayinlanmistir [44, 45].

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder uzaylarini da
icine alarak Herrlich [28], Kent [33], Wyler [55], Schwartz [48] ve digerleri tarafindan topolojik
kategori kavramina genellestiriimistir. Topolojideki kompakthk, baglantililik, kapalilik, ayirma
aksiyomlari vb. bazi 6nemli kavramlar degisik yollarla topolojik kategoriye genisletiimigtir. Bu
kavramlari herhangi bir topolojik kategoriye genigletmenin yaninda bunlari belli topolojik
kategorilerde karakterize etmek de faydali olur. S6zi gegen kavramlarin ¢ogu topolojik
kategoriye kapanis operatorleri kullanilarak genigletiimistir. Baran [4] te ayirma aksiyomlarini,
[6] da kapallik kavramini kapanis operatérlerini kullanmadan topolojik kategoriye

genisletmigtir.

Bu proje calismasinda oncelikli amacimiz topolojideki kapallik, baglantillik, ayirma
aksiyomlari gibi bazi énemli kavramlari Prox topolojik kategorisi igin karakterize etmekti. Bu
amagla Proximity uzaylarin topolojik kategorisi i¢in bir p noktasindaki (lokal) ayirma
aksiyomlari karakterize edilmistir. Ayrica lokal ayirma aksiyomlari yardimiyla tanimlanan bir
objenin (kuvvetli) kapali ve (kuvvetli) acik altobjeleri Prox kategorisi igin belirlenerek,
baglantili objelerin bu kategori icin karakterizasyonu yapilmistir. Son olarak Prox topolojik
kategorisi icin genel ayirma aksiyomlari karakterize edilerek, lokal ve genel ayirma

aksiyomlari arasindaki iligkiler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Kategori, Proximity Uzay, Ayirma Aksiyomlari, Kapalilik,

Baglantilihk



ABSTRACT

The germ of the theory of proximity spaces showed itself as early as 1908 at the
mathematical congress in Rome, when Riesz [47] discussed various ideas in his “theory of
enchainment” which have today become the basic concepts of the theory. The subject was
rediscovered in the early 1950’s by Efremovi¢ [19, 20] when he axiomatically characterized
the proximity relation “A is near B” for subsets A and B of any set X. The set X together with

this relation was called a proximity space.

Proximity space is a natural generalization of a metric space [41]. The studies which have
done in metric spaces can be transformed into proximity spaces, shows that proximity
spaces have wide application areas. In recent years, many searches which shows proximity
spaces have applications in Cell Biology [42, p.44], handwriting forgery and forged signature

detection in criminology, about camouflage in zoology, have been published [44, 45].

The notion of topological space has been generalized to include convergence spaces, limit
spaces, bornological spaces, and preordered spaces, by Herrlich [28], Kent [33], Wyler [55],
Schwartz [48], among others to the notion of a topological category. Some important notions
in topology such as compactness, connectedness, closedness, separation properties have
been extended to arbitrary topological categories in many different ways. In view of this, it is
useful to be able to not only extend these various notions to arbitrary topological categories
but also to have a convenient characterization of them in certain topological categories of
interest. Most of the notions which have mentioned above have been extended to topological
categories by using closure operators. Baran has extended separation properties in [4], the

notion of closedness in [6] to topological categories without using closure operators.

In this project our main goal was to characterize some important notions in topology such as
closedness, connectedness, separation properties in the topological category of proximity
spaces. For this purpose separation properties at a point p (local) were characterized in the
topological category of proximity spaces. Furthermore the (strongly) closed and (strongly)
open subobjects of an object were characterized in this category and also the
characterization of the connected objects for this category was done. Finally generalized
separation properties were characterized in the category Prox and the relationships between

local and generalized separation properties were examined in this category.

Keywords: Topological Category, Proximity Space, Separation Axioms, Closedness,

Connectedness



1. GiRI$

Proximity uzaylar 1950’lerde Efremovich [19, 20] tarafindan tanimlanmigtir. Proximity
bagintisi X in herhangi A ve B alt ciimleleri igin “A, B ye yakindir” seklinde ifade edilmistir. Bu
bagintiyla tanimlanan bir X cimlesi infinitesimal (sonsuz kii¢lik, béliinemeyecek kadar
kiglik) uzay yani proximity uzay adini ahr. Ancak Krishna Murti [34], Wallace [53] ve
Szymanski [52] tarafindan yayinlanan “Cimlelerin Ayrilmasi” kavramlariyla ilgili olan ¢alisma
Proximity teorisinin ilkel, temel kavramlarini olusturmustur. Her iki calisma benzerlik
gOstermesine ragmen kullanilan aksiyomlar Efremovich’in kullandiklarindan daha zayiftir.
Daha sonralari Efremovich, proximity uzaylar icin aksiyomlarin denklik siniflarini elde etmek

Uzere proximity komsuluklarini kullanarak teoriye alternatif bir yaklasim elde etmistir.

X in bir A alt cimlesinin kapanisini X in A ya yakin olan tim noktalarinin bir sinifi olarak
tanimlayan Efremovich, bir topolojik uzayin bir proximity uzaydan (retilebilecegini, bu sekilde
tam regller uzay elde edilecedini gdstermistir. Efremovich daha sonraki calismalarinda
Urysohn fonksiyonu yardimiyla her tam regiler X uzayinin bir proximity uzaya

donustarulebilecedini gostermigtir.

Daha sonralari, Mréwka [40] bir proximity uzaydan tum diziler kimesine bir yakinlik bagintisi
tanimlamistir. Bu ise Fréchet L-zayinda proximity benzeri bir kavram ortaya ¢ikmasina sebep
olmustur. Benzer bir kavram Goetz [25] tarafindan UL-uzayini elde etmek icin bagimsiz
olarak elde edilmistir. Ancak bir proximity uzayin tam regulerliginin tersine UL-uzayinin bir
topolojik uzay olmasi gerekmez. Poljakov [46] ve Goetz [26] bu alanda yapilan ¢alismalari
daha otesine tasiyarak Efremovich’in proximity tanimiyla bu kavram arasindaki baglantiyi

tartismiglardir.

Bir proximity uzaydan digerine bir donisum bagintisini arastirmak Uzere Efremovich’in bir
proximity donisim tanimlamasi kaciniimazdi. Cimlelerin proximity 6zelligini koruyan bir
donlisum, dogal olarak topolojik uzaylardaki surekli fonksiyonlar ve dizglin (uniform)
uzaylardaki diizgiin siirekli dénlsimlerin bir benzeridir. iki proximity uzay arasindaki

doénusUmun dretilen topolojilere gore surekli olduklari kolayca gdsterilebilir.

1952’'de Smirnov [49] proximity uzay c¢alismalarini genigleterek Alexandroffun “Hangi
topolojik uzaylar verilen topoloji ile uyumlu bagintisini kabul eder?” sorusunu cevaplamigtir.
Bir Tychonoff uzayinin Hausdorff kompaktlagtiriimasi ile uyumlu bir proximity arasindaki
baglantiy1 kegfederek “Bir topolojik uzay uyumlu bir proximity bagintisini kabul eder ancak ve

ancak kompakt bir Hausdorff uzayin alt uzayidir’ oldugunu gostermistir.



Smirnov tam regiler bir uzayda verilen tim proximity yapilarin, kismi sirali cimlelerin ve tim
kompaktlastiriimis kismi sirali ciimlelerin arasinda bir izomorfizm oldugunu géstermistir. Bu
calismasinda proximity uzaylar teorisini, proximity uzaylarin kompaktlastiriimasina

indirgemistir.

Bazi arastirmacilar belli bagh cumlelerdeki keyfi topolojileri tanimlamak icin Efremovich’ten
daha zayif aksiyomlar kullanmiglardir. Béylece quasi-proximity, paraproximity ve pseudo-

proximity gibi genellestiriimis proximity kavramlari literatirde yerini almigtir.

1960l yillarda Pervin [43] ve Leader [36] Efremovich’in orijinal aksiyomlar kimesinin
genellestiriimesini birbirinden badimsiz olarak c¢alismislardir. Pervin simetri aksiyomunu
dikkate almayarak quasi-proximity’yi elde etmis, Leader ise topolojik d-uzayina ulasmak icin

simetri aksiyomunu c¢ikarmanin yani sira, P, aksiyomunun daha zayif bir formunu

kullanmisgtir. Daha sonra Lodato [37] calismasinda Lodato proximity olarak ifade ettigimiz
simetrik ikili bagdintiyi elde etmek igin Leader'in aksiyomlar clmlesine simetri sartini

eklemistir.

Kategori kavrami ilk olarak 1945’te Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane tarafindan
ortaya atilmistir [21, 22]. Topolojideki 6zelliklede cebirsel topolojideki galismalarinin bir
parcasi olarak kategori, fanktorlar ve dogal donlsim kavramlarini literatire
kazandirmiglardir. ikili daha sonra yaptiklari aciklamalarda amaglarinin dogal déniisiimleri
anlamak oldugunu bunun i¢in de kategori kavramina ihtiya¢ duyan fanktorlarin tanimlanmasi
gerektigini belirtmislerdir. Matematigin farkli dallari kategoriler icinde sekillendirilebilmistir. Bu
kategoriler fanktorlar tarafindan baglanilabilir olup, bir kategoride ispatlanan teoremler ve

gercekler, baglantiyl saglayan fanktor sayesinde bir diger kategoriye tasinabilmistir.

Kategori teorisi birbirinden oldukga farkli goriinen iki saha olan topoloji ve cebir arasinda bir
koépri kurmak icin gelistiriimistir. ik onceleri kategori teorisi zor matematiksel konularin
varhgini acikhga kavusturan derin bir dilden daha uzakti. Bununla beraber 1957’de
Alexander Grothendieck kategori teorisini cebirsel denklemlerin ¢éziiminde emsalsiz bir

gorus saglayan yeni bir matematiksel makine (new chomology teori) olusturmakta kullandi.

Bill Lawvere ise kategori teorisini tim matematiksel dislnceler icin yeni bir temel olarak
gérmustir. Lawvere, cumlelerin kategorisinin belli 6zellikleri saglayan, matematiksel evrenin
merkezi olmasi gerekmeyen basit bir kategori oldugunu gdéstermis, ayrica tim cebirsel

teorilerin nasil tek bir sistemin 6rnekleri olarak gorulebilecedini agiklamistir.



Kategori teorisi yeni bir dil Ureterek farkh alanlarda c¢alisanlar arasindaki iletisimi
kolaylastirmig, birbirinden bagimsiz c¢esitli teorem ve yapilari ylzeye ¢ikararak eski
problemlere yeni bir anlam kazandirmistir. Kategori teorisinin 6zellikle cografi bilgi
sistemlerinde, astronomide uzay gézlemlerinde, molekuler biyolojide DNA ve RNA kodlari
konusunda, bir metro hatti modelleme gibi ulasim haritalari olusturmada uygulamalari oldugu
gibi kategori; bilgisayar, fizik, malzeme, jeoloji, klimatoloji vb. bircok bilim alaninda
kullaniimaktadir. Kategoriyi gercek dinyaya aktaran bu ve benzeri birgok 6nemli uygulamalar

[51] de verilmigtir.

1.1. Amag ve Kapsam

Matematik bilim dahnin farkli branslarindaki ayrisma (farklilasma) ve uzmanlagmanin
(specialization) artmasi matematikgileri, bu ¢ok sayidaki farkh branslarin ortak bir alan
Uzerinde dusunmelerini zorunlu kilmistir. Kategori teorisi bu ortak alanlardan bir tanesidir ki,
farkl alanlardaki arastirmacilarin daha kolay iletisim kurmalari icin ortak bir dil saglamaktadir.
Genel topoloji matematiginin cebir, analiz, fonksiyonel analiz, olasilik teorisi, lattice teorisi
gibi pek ¢ok teoride uygulamalara sahip oldugundan, topologlar topolojik fikirleri (ideas)

kategori diline gevirmeyi tercih ederler.

E ve B iki kategori olmak Uzere U:E — B fanktoru verilsin. U fanktoru belirli, kiiglk
demetlere sahip ve U —kaynag@i bir baslangi¢ kaldirmaya sahipse U ’ya topolojik fanktor
veya E ye B lzerinde topolojik kategori denir [1]. Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit
uzayl, bornolojik uzay ve preorder uzaylarini da i¢ine alarak Herrlich [28], Kent [33], Wyler
[565], Schwartz [48] ve digerleri tarafindan topolojik kategori kavramina genellestirilmistir.
Topolojik kategori degisik yollarla tanimlanmigtir. Ornegin, Herrlich [28] belli bir kaynaktan
baslangic kaldirmalarinin (initial lift) varligina dayanarak topolojik kategoriyi tanimlamigtir.
Wyler [55] topolojik kategori tanimini tam lattice kategorisindeki fanktora dayandirarak
tanimlamistir. Topolojideki kompaktlik, baglantililik, kapalilik, ayirma aksiyomlari vb. bazi
onemli kavramlar degisik yollarla topolojik kategoriye genisletiimistir. Bu genislemelerin gogu
kapanis operatorleri kullanilarak yapilimistir. Baran [4] te ayirma aksiyomlarini ve [6] da
kapalilik kavramini kapanis operatdrlerini kullanmadan topolojik kategoriye genigletmistir. Bu
genislemeleri yapmanin bir amaci, bu kavramlarin Tietze genisleme teoremi, Urysohn
lemmasi, Urysohn metriklenebilme teoremi, Tychonoff teoremi gibi teoremlerin ifadelerinde
yer almalaridir. Diger bir amaci da kapalilik kavrami ile karakterize edilebilen kompaktlik ve

baglantilihk kavramlarini topolojik kategoriye genigletmektir.



Baran, [4] te kiimeler Uzerinde tanimlanmis keyfi bir topolojik kategori i¢in bir p noktasinda,
yani lokal olarak ayirma aksiyomlarini tanimlamigtir [5, 7, 13, 16]. Ardindan bunu topos
teorideki Urete¢ eleman (the generic element) metodunu [31, s.39] kullanarak noktadan
bagdimsiz olan tanimlara genellestirmistir. Topostaki objeler noktalara sahip olmayabilir.
Fakat bu objelerin her zaman bir Urete¢ noktasi (generic point) mevcuttur. Bu genellestirmeyi
yapmasinin bir nedeni budur. Diger bir nedeni de keyfi topolojik kategorilerde “kapalilik” ve

“kuvvetli kapalilik” kavramlarinin bir noktadaki T, ve T, ayirma aksiyomlari cinsinden

tanimlanmis olmasidir [4, s.335]. Baran [4, 6, 12, 15] kime tabanl topolojik kategorilerde
“kapalilik” ve “kuvvetli kapalillik® kavramlarini tanimlamis ve bu kavramlarin bazi iyi bilinen
topolojik kategorilerde Dikranjan ve Giuli anlaminda [18] kapanis operatori olusturdugunu
gOstermistir [13, 14, 16]. Ayrica bu kavramlari kullanarak topolojide iyi bilinen kompakthk

[10], Hausdorffluk [9] ve baglantililik [15] kavramlarini topolojik kategoriye genellestirmistir.

S6zU edilen bu kavramlari herhangi bir topolojik kategoriye genigletmenin yaninda bunlari
belli topolojik kategorilerde karakterize etmek de faydali olur. Genel olarak, ayriima
aksiyomlari farkli noktalari ve ayrik kapali cimleleri agik cimlelerle ayirmayi saglamaktadir.
Bu kavramlari herhangi bir topolojik kategoriye genellestirebilmek igin bunlarin her birini

baslangic kaldirmalari, bitis kaldirmalari ve diskre obje ile aciklayabilmek gerekmektedir.

Kategoriler koyu harflerle veya italik kisaltmalarla gdsterilirler. Ornegin cumleler ve
fonksiyonlardan olusan kategori Set ile, topolojik uzaylar ve sirekli fonksiyonlardan olusan
kategori Top ile, proximity uzaylar ve proximity dénisimlerden olusan kategori Prox ile
gosterilir. Hunsaker ve Sharma U :Prox — Set fanktorunun topolojik fanktor oldugunu

goOstermislerdir [30].

Bizim bu projedeki amacimiz topolojideki kapalilik, baglantililik, ayirma aksiyomlari gibi bazi
onemli kavramlari Proximity uzaylarin topolojik kategorisi i¢in karakterize etmekti. Bu amagla

Prox kategorisi igin lokal ayirma aksiyomlari karakterize edilmis ve bir noktadaki (lokal) T, ve
T, ayirma aksiyomlari kullanilarak Prox kategorisi igin bir objenin (kuvvetli) kapali ve

(kuvvetli) acik altobjeleri bulunmustur. Baglantili objelerin gesitli kavramlarinin her birinin
karakterizasyonu da yine bu kategoriye aktariimistir. Son olarak Prox topolojik kategorisi igin
genel ayirma aksiyomlari karakterize edilerek, lokal ve genel ayirma aksiyomlari arasindaki
iliskiler arastinimistir. Bu galisma sayesinde diger bilim insanlari kendi ¢alisma alanlari igin
daha kolay ve daha genis bir alanda simdiye kadar yapmis olduklari ¢alismalari gelistirme

firsati bulacaklardir.



2. GENEL BILGILER

Bir X cimlesi Gzerindeki topoloji X’in tum alt cimlelerinin bir sinifi olan P(X) cumlesi Uzerinde
tanimlanmis bir kapanis operatéri olarak tanimlanabilir. Bu baglamda, topoloji bir noktanin
bir cimleye “yakin (near)” olmasinin aksiyomatize edilmesidir. Bu ise noktanin cimlenin
kapanisinda olmasi anlamina gelmektedir. iki cimlenin “yakin” olmasi kavraminin
aksiyomunun olusturulmaya calisilmasi dogal bir sonugtur. Bir cimle Uzerindeki proximity

yapisinin aksiyomlari bu sekilde olusturulmustur.

Proximity’'nin tanimlanmasi streci biraz farkli gelismistir. Topolojide yakinlik (nearness)
kavraminin en az iki farkli gésterimi vardir. ilk olani “topolojik ayriima (separation)’ olup
aksiyomu 1941 de A. D. Wallace [53] tarafindan olusturulmustur. ikincisi ise on yil sonra
Efremovich [19] tarafindan, metrik uzayin iki alt cimlesinin yakinhdi “iki cimle arasindaki
uzakhgin sifir olmasi” seklinde tanimlamistir. Efremovich’in bu sekilde tanimladigi yakinhk

kavramina proximity denmistir.

Smirnov da proximity uzaylar konusunda bazi calismalar yapmistir [49, 50]. Onun “tam
regller bir X uzayinin kompaktlastirmalari ile X Uzerindeki uyumlu (compatible) proximityler
arasindaki bire bir esleme” arastirmasi bu yapilar Uzerinde yapilan calismalara ilham
vermigtir. Smirnov ayrica proximity ve uniformity arasindaki iligkiyi aciklayan ilk kisiydi. Gal
[24], Alfsen ve Fenstad [2] Smirnov'un arastirmasi Uzerinde galismaya devam ederek
proximity uzaylar ve tamamen sinirh (totally bounded) uniformityler arasinda birebir esleme

oldugunu gésterdiler.

Proximity uzaylarin déntsimleri ile ilgili olan ilk calisma 1959'da Katetov [32] tarafindan
yapilmigtir. Farkh kisiler tarafindan bu dénidsimler hakkinda yapilmis arastirmalar olmasina
ragmen, ¢ok azinda topolojik uzaylarda incelenmis bazi yapilarin karakterizasyonu proximity

uzaylarda incelenebilmistir.

Proximity uzay igin metrik uzayin dogal bir genellemesidir diyebiliriz. Efremovich’in X in A alt
cumlesinin kapanisini, X in A ya yakin butliin noktalarinin bir sinifi olarak tanimlamasi, bir
proximity uzayda topoloji Uretilebilecegini gostermistir. Bu sekilde tamamen reguler uzay elde
edilir [23]. Ayrica Efremovich, tamamen regiler her X uzayinin Urysohn fonksiyonu

yardimiyla bir proximity uzaya dénuastirilebilecegini de gostermistir.

Genel topolojideki temel kavramlardan bazilari da ayirma aksiyomlari kavramlaridir ki bunlar

topolojide Urysohn metriklenebilme teoremi, Urysohn lemmasi, Tietze genigleme teoremi gibi

pek cok onemli teoremde kullaniimaktadir. Bu yuzden topolojik uzaylardaki ayirma
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aksiyomlari gesitli yollarla topolojik kategoriye genisletiimistir [3, 4]. Ornegin, topolojik
uzaylarin kategorisinde, hepsi T, aksiyomuna denk olan dort farkli kategorik T, tanimi ([3],
[4], [7] ve [54]) verilmigtir. Ayrica Schwarz [54] da topolojik kategoride T, ve ayrilabilir

(separated) objeler arasindaki iligkileri incelemistir.

Topos teorisinin Urete¢ eleman metodu ([31] p. 39) kullanilarak p noktasinda, yani lokal
olarak cesitli ayrilma aksiyomlari Baran [4] tarafindan clUmleler Uzerindeki topolojik uzaylar
kategorisine genisletilmistir. Ciimle tabanli topolojik kategorilerde “kapall” ve “kuvvetli kapal”
kavramlari Baran tarafindan [4], [6], [12] makalelerinde verildi ve [13], [14] makalelerinde
gosterilmistir ki bu kavramlar bazi ¢ok iyi bilinen topolojik kategorilerde Dikranjan ve Giuli [18]
anlamindaki kapanis operatori formunda verilmistir. Fakat Baran [6] da kapalilik kavramini
kapanis operatorlerini kullanmadan topolojik kategoriye genigletmistir. Bu kapalilik kavramlari
kullanilarak, topolojik uzaylarda tanimh kompaktlik ve baglantilik kavramlari topolojik

kategoriye genisletilmistir.

3. GEREG VE YONTEM

Bu proje ¢alismasinda ydéntem olarak asagida kisaca agiklamaya calistigimiz teorik ¢alisma
uygulanmistir. Oncelikle kiimeler Uzerindeki keyfi bir topolojik kategori icin lokal ve genel
ayirma aksiyomlari tanimlari incelenmistir. Daha sonra proxmity uzay kavrami ve bu uzayin
Ozellikleri g6z énunde bulundurularak olusturulan Prox topolojik kategorisi ve bu kategorinin
Ozellikleri arastinimigtir. Prox kategorisi i¢in lokal ayirma aksiyomlari karakterize edilmigtir.
Ayrica lokal ayirma aksiyomlari yardimiyla tanimlanan bir objenin (kuvvetli) kapali ve
(kuvvetli) acik altobjeleri Prox kategorisi icin bulunarak, baglantili objelerin cesitli
kavramlarinin her birinin karakterizasyonu bu kategoriye aktariimistir. Son olarak Prox
topolojik kategorisi igin genel ayirma aksiyomlari karakterize edilerek, lokal ve genel ayirma

aksiyomlari arasindaki iligkiler arastiriimistir.

3.1. Temel Tanimlar

Tanim 3.1.1. X bostan farkli bir ciimle ve A, B, C’ler de X'in altciimleleri olsunlar. Bu takdirde
X’in kuvvet ciimlesi lizerindeki bir ¢ kili bagintisina, eder asagidaki aksiyomlari saglarsa X

Uzerinde bir (Efremovich) proximity denir. (X,o) ikilisine de proximity uzay adi verilir [41].

P) ASB = BSA
P,) (AUB)SC < ASC v BSC



P,) AéB = A0 A B=J
P,) AnB=J = ASB
P,) AéB = AJFE ve (X—-E)SB olacak sekilde bir E alt cimlesi vardir.

Ayrica proximity bagintilar asadidaki aksiyomu da saglarsa ayrilmis (seperated) (ya da

Hausdorff) proximity adini alir.
F) {x}é{y} = x=y
Burada “4” ifadesi 6 bagintisinin “degili” dir.

Ornek 3.1.2.

X ={a,b} olsun. P(X)={X,&,{a},{b}} olur. Buna gére, &' ={(X,X),({a}{a}),({b},{b}),
(X,{a}).({a}, X),(X,{b}),({b},X)} bagintist P, —-P, aksiyomlarini sagladigindan bir
proximity bagintisidir. Yani (X,5") bir proximity uzaydir. Ayrica 5* ba@intisi, P, aksiyomunu
da sagladigindan ayrilmis (ya da Hausdorff) proximity bagintisidir.

Burada [P(X)-{@}x[P(X)-{D}] cumlesini disinildiginde ({fa},{b}),({b}{a}) ¢ "
dir. 5* bagintisina diger alt ciimleleri de ekleyerek olusturdugumuz 6% ={(X,X),({a},{a}),
({b}.{b}),(X.{a}).({a},X).(X.{b}).({b}, X).({a},{b}).({b}.{a})} bagintisi da benzer sekilde
proximity aksiyomlarini saglar ve (X,5°) de bir proximity uzaydir. Fakat P, aksiyomunu

saglamadigindan ayriimis proximity degildir. Burada &> =[P(X)—-{ @} x[P(X)—-{J}] dir.

Tanim 3.1.3. Eder A6B < AnB= seklinde tanimlanirsa, ¢ ’'ya X Uzerinde diskre
proximity denir. Diger taraftan eder X’in bostan farkh her A ve B alt cimleleri icin Ao B

oluyorsa ¢’ya indiskre proximity denir.

Tanim 3.1.4. (X,5) ve (Y,s') iki proximity uzay, f:(X,5)— (Y,5') bir fonksiyon olsun.
Eger AS5B oldugunda f(A)s'f(B) ise f ye proximity déniigim (6 — dénigsim veya p-

dbénuisiim) denir.

Tanim 3.1.5. E ve B iki kategori olmak lizere U : E — B fanktoru verilsin. U fanktoru belirli,
kiicik demetlere sahip ve U —kaynadi bir baslangic kaldirmaya sahipse U ’'ya topolojik

fanktor veya E ye B lGzerinde topolojik kategori denir [1].



Proximity uzaylar ve proximity dénidstmlerden olusan kategori Prox ile goésterilir. Hunsaker

ve Sharma U : Prox — Set fanktorunun topolojik fanktor oldugunu géstermislerdir [30].

Tanim 3.1.6. X in iki ayri kopyasinin p noktasinda gakismasina X’in kendisi ile wedge

carpimi denir ve X v, X seklinde gosterilir. X v, X teki bir x noktasi X v, X in birinci

bileseni ise x, ile ikinci bilegeni ise x, ile gosterilir.
Tanim 3.1.7. X bir cimle ve pe X, X v, X de Xin p wedge ¢arpimi olsun.

p de Temel Eksen Dénugimu (Principle p Axis Map), A, - X v, X — X?;

(x,p), i=1lise

Ap(x’):{(p,x), i=2ise

p de Skewed Eksen Dénlisimi (Skewed p Axis Map), S, : X v, X > X? ;

(x,x), i=1ise

Se(%) = {(p, x), i=2ise

p de Katlama Donustimi (The Fold Map), V, - X v, X — X ;

Vp(xi)zx ,i=12
olarak tanimlanir [4].

Eger X reel sayilar cimlesi ve p=0 olursa p temel eksen donlisimunun goéruntustu x ve y

eksenlerinin birlesimidir. p skewed eksen donlisimunin goéruntlsu ise y=x dogrusu ve y

ekseninin birlesiminden olusur. Burada A, ve S, nin goruntisunu X? de p orijinli eksenler

olarak g6z dnlne alabiliriz.

X bir cimle ve X?=XxX , Xin kendisi ile kartezyen carpimi olsun. p,, p, , V

fonksiyonlarini; 1+p, p+1, 1+1:Bv, B — B fonksiyonlari yardimi ile tanimlariz. Burada

sirastyla 1: B— B birim fonksiyon, p : B— B p noktasindaki sabit fonksiyon ve rz, : B> — B

(i=1,2) i-inci izdisim fonksiyonudur [24]. A} ve S, temel ve skewed eksen donustmleri

oldugundan A, =p =xS,, 7,A,=p,, 7,S,=V dir.

Herhangi bir topolojik kategoride p de 7TO p de TO’ ve p de T, tanimlari agagida verilmigtir:



Tanim 3.1.8. U : E — Set bir topolojik fanktor, U(X) =B olmak Uzere X, E nin bir objesi ve

p e B olsun.

1) X nesnesi p de T, dir ancak ve ancak {A, :Bv,B—U(X*)=B ve
vV,:Bv,B—>UD(B)=B} U —kaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir. Burada

D, U 'nun sol adjointi olan diskre fanktordur [4].

2) X nesnesi p de T, dirr ancak ve ancak {id ‘Bv,B>U(Xv,X)=Bv,B ve
V,:Bv,B—->UD(B)=B} U-kaynadinin baglangic kaldirmasi diskredir. Burada
Xv,X , Ede wedge carpimidir, yani i, i, kanonik dondsimler olmak uzere
{i,i,:U(X)=B—>Bv,B} U —kavsaginin bitis kaldirmasidir [4].

3) X nesnesi p de T, dir ancak ve ancak {S,:Bv,B—U(X?)=B* ve

V,:Bv,B—>UD(B)=B} U —kaynaginin baglangi¢ kaldirmasi diskredir [4].

Uyan 3.1.9. Topolojik uzaylar kategorisinde p de 770 p de T/ ve p de T, tanimlari
sirasiyla bilinen topolojik uzaylardaki klasik p de T, ve p de T, ayriima aksiyomlarina
indirgenir. Yani p de T, olmasi, her x#p i¢in x in p yi ihtiva etmeyen en az bir acik

komsulugunun mevcut olmasidir veya p nin x i ihtiva etmeyen en az bir agik komsulugunun

mevcut olmasidir. Benzer olarak p de T, olmasi, her x# p i¢in x in p yi ihtiva etmeyen en

az bir agik komsulugunun mevcut olmasidir ve p nin x i ihtiva etmeyen en az bir agik

komsulugunun mevcut olmasidir [4].

Topolojik kategorilerdeki yukarida verilen p de TTO p de T/ ve p de T, tanimlari

kullanilarak, bu kavramlar Prox topolojik kategorisinde karakterize edilmistir.

Tanim 3.1.10. X bir cimle ve pe X olsun. v, X sonsuz wedge garpimi X'in sayilabilir
adetteki ayrik kopyalarini alinmasi ve bunlarin p noktasinda cakistiriimasi ile elde edilir.
X" =XxXx..., Xin sayilabilir kartezyen carpimi olsun. A’ :v; X — X” donusimi
A (X )=(p,Ps--ss X, P,...) V& V] :vi X — X dondsiml V7 (x;)=x seklinde tanimlanir [6].
Burada her iel igin (x;) sonsuz wedge’in i-inci bileseninde ve x, (p,p,....p,x,p,...)

ifadesinde i-inci yerdedir.



Herhangi bir topolojik kategoride (kuvvetli) kapali, (kuvvetli) acik, (kuvvetli) baglantih ve D-
baglantili obje tanimlari asagida verilmistir:

Tanim 3.1.11. U : E — Set bir topolojik fanktor, U(X)=B olmak lzere X, E nin bir objesi,
peB ve F, B nin bostan farkli bir alt cimlesi olsun. q, B/ F Uzerinde birim ve F yi {*}
noktasina donistiren érten fonksiyon olmak izere, q:U(X)=B—>B/F=(B/F)u{*}

epi U —kaynaginin bitis kaldirmasi X / F ile gosterilir. Buna durumda;

1) p nin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart {A”:v B—U(X")=B" ve
Vv, :v,B—UD(B)=B} U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir
[4].

2) F c X in kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart F nin {*} goéruntisinun X/ F
de kapali veya F =O olmasidir [4].

3) Fc X in kuvvetli kapall olmasi i¢in gerek ve yeter sart X/ F nin {x}’da T,

veya F =0 olmasidir [4].
4) B=F ise bu durumda F hem kapali hem de kuvvetli kapalidir [4].

Not 3.1.12. Top topolojik uzaylarin kategorisindeki kapalilik kavrami, topolojik uzaylardaki
kapallik kavrami ile aynidir ve F nin kuvvetli kapali olmasi icin gerek ve yeter gart F nin
kapali ve her bir x¢F igin F nin x i ihtiva etmeyen en az bir komsulugunun mevcut

olmasidir. Eger topolojik uzay T, ise kapali ve kuvvetli kapal kavramlari gakigir.

Tanim 3.1.13. U : E — Set bir topolojik fanktor, X, E nin bir objesi ve F, X in bostan farkli bir

alt cimlesi olsun.

1) F < X aglktir ancak ve ancak F nin timleyeni F°, X te kapaldir.

2) F < X kuvvetli aciktir ancak ve ancak F nin tiimleyeni F°, X te kuvvetli kapalidir
[15].

Not 3.1.14. Top topolojik uzaylarin kategorisindeki aciklik kavrami, topolojik uzaylardaki

aciklik kavrami ile aynidir. Eger topolojik uzay T, ise acik ve kuvvetli agik kavrami cakisir.

Tanim 3.1.15. U : E — Set bir topolojik fanktor, X, E nin bir objesi olsun.

1) X baglantihdir ancak ve ancak X in hem kuvvetli agcik hem de kuvvetli kapali alt

clmleleri sadece Xve & dir [15].
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2) X kuvvetli baglantilidir ancak ve ancak X in hem agik hem de kapali alt cimleleri

sadece Xve & dir[15].

3) D-baglantihdir ancak ve ancak X ten herhangi bir diskre objeye tanimlanan herhangi

bir dénigim sabittir [15].

Not 3.1.16. Topolojik uzaylar kategorisi olan Top taki kuvvetli baglantililik ve D-baglantililik

genel anlamdaki baglantililik kavramina denk gelir. Eger bir X topolojik uzayi T, ise

baglantiliik ve kuvvetli baglantiliik kavramlari ¢akisir.

Topolojik kategorilerdeki yukarida verilen tanimlar kullanilarak, kapallik ve baglantililik

kavramlari Prox topolojik kategorisine aktariimistir.

Tanim 3.1.17. X bostan farkli bir cimle ve X? = X x X olsun. X? nin iki ayri kopyasinin

diagonal boyunca cakigtiriimasi X*v, X? ile gésterilir. X?v, X* de bir (x,y) noktasi

birinci bilegsende ise (x,y) ile, ikinci bilesende ise (x,y), ile gosterilir. Agik olarak

(x,y)=(xy), & x=y di.

Temel Eksen Déniisiimi (Principle Axis Map), A: X% v, X? — X° ;

(x,y,x), i=lise
(X,x,y), i=2ise

A((X,Y),-)={

Skewed Eksen Donlisimi (Skewed Axis Map), S: X% v, X* = X° ;

(x,y,y), i=1lise
(x,x,y), i=2ise

S((X,Y),-)={
Katlama Dénlisiimi (The Fold Map), V: X*v, X* — X? , i=12 igin
Vi(x,y))=(xy)

Alt Kime Fonksiyonlari (Inclusion Maps), i,i, : X* — X? v, X? ;

(X, y)i(X,y)=(X,y) ve (x,y)=i(x,y)=(Xy),
olarak tanimlanir [4].

7 :X®—> X i-inci izdiigim  fonksiyonlari  (i=1,2,3) olmak (izere

ﬂ',-l-

ler

m=m+7; X? v, X* > X seklinde tanimlanmis donistimlerdir. Buradan z,S =7, = 7,A,

7[28 =Ty = 72'2A , 7Z'3A =T, ve 72'38 =7, dlr [12]
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(X,t) topolojik uzayi igin asagidaki ifadeler denktir:

i. (X,z) T,dr.

i. ¢°, X° Uzerindeki carpim topolojisi olmak lzere A:X’v, X* —>(X,c") ve
V:X?v, X* > (X?P(X?)) fonksiyonlari tarafindan Uretilen baglangig topolojisi
diskredir [4].

ii. 7, i, X* > X*v, X? fonksiyonlari tarafindan Uretilen bitis topolojisi olmak tizere
id: X*v, X* > (X?v, X?z,) birim fonksiyonu ve V:X?*v, X* > (X*,P(X?))
fonksiyonu tarafindan uretilen baglangi¢ topolojisi diskredir [4, 8].

iv.  (X,r) en az iki elemanli higbir indiskre alt uzay ihtiva etmez [54].

v. Tanim cumlesi (X,7) olan her baglangi¢ kaynadi mono-kaynaktir [54].

vi. Iki elemanli bir indiskre topolojik uzaydan (X,z) topolojik uzayina tanimli her

morfizm sabittir [39].

vii.  Tanim cumlesi (X,z) olan her baslangi¢ morfizmi bir monomofizmdir [17].
vii. Tanim cumlesi (X,r) topolojik uzayl olan her baslangic epimorfizmi bir

homeomorfizmdir [27].

Topolojideki klasik T, aksiyomunun birgok genellestirimesi vardir. ilk olarak 1971'de

Brimmer [17] (vii) yi kategoriye genellestirdi. 1973’te Marny [39] (iv) ve (vi) yi, 1974’te
Hoffman [29] (v) i ve 1977°de Harvey [27] (viii) i topolojik kategoriye genisletti. 1991°’de Weck-
Schwarz (iv), (v), (vi), (vii) ve (viii) in genellestirmeleri arasindaki iligkiyi inceledi. 1990°’da
Baran [3] (ii) ve (iii) U topolojik kategoriye genigletti ve 1995te [8] tium bu fakli

genellestirmelerin ((i)-(viii)) kargilastirmasini inceledi.

(X,r) topolojik uzayi T, dir ancak ve ancak z*, X° lzerindeki carpim topolojisi olmak lizere
S:X°v, X* > (X%7") ve V:X*v, X* > (X? P(X?)) fonksiyonlar tarafindan (retilen
baglangi¢ topolojisi diskredir. 1990'da Baran [3] topolojideki klasik T, ayriima aksiyomunu

topolojik kategoriye genellestirmistir.

Baran [4, 9] calismalarinda (i)-(iii) teki T, objelerini kullanarak bir topolojik kategorideki

Hausdorff objelerin c¢esitli formlarini tanimladi. 1998’de Baran herhangi bir topolojik

kategorideki T,, T,, normal, regller ve tam reguler objelerin ve kuvvetli kapali alt cimlelerin

tanimlanmasinda T, objeleri kullandi [11, 12].
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Herhangi bir topolojik kategoride 'ITO T, T, ve T, tanimlari agagida verilmigtir:

Tanim 3.1.18. U : E — Set bir topolojik fanktor, X, E nin bir objesi ve U(X ) =B olsun.

1) X nesnesi T, dir ancak ve ancak {A:B’v,B’—>U(X®)=B°ve
V:B*v,B* >UD(B*)=B*} U- kaynadinin baslangic kaldirmasi diskredir.
Burada D , U nun sol adjointi olan diskre fanktordur [4, 8].

2) X nesnesi T,/ dir ancak ve ancak (B*v,B*) , {i,i,:U(X*)=B>—>B*v, B}
U —kavsaginin bitis kaldirmasi ve D(B?) de B’ {izerindeki diskre yapi olmak (izere
{id:B*v,B*->U(B*v,B*) =B*v,B* ve V:B*v, B> >UD(B*)=B*}

U —kaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir [4, 8].

3) Xnesnesi T, dir ancak ve ancak X uzay! en az iki elemanli indiskre alt uzay ihtiva

etmez [54].
4) X nesnesi T, dir ancak ve ancak {S:B*v,B’—>U(X’)=Bve

V:B’v, B> ->UD(B*)=B’} U-kaynadinin baslangi¢ kaldirmasi diskredir [8].

Tanim 3.1.19. Topolojik uzaylar kategorisinde 70 T, ve T, birbirine denktir ve klasik T,

ayrilma aksiyomuna indirgenir, T, de klasik T, ayrilma aksiyomuna indirgenir [54]. Herhangi
bir topolojik kategori igin 7TO TO/ yu gerektirir fakat bu gerektirmenin tersi her zaman dogru

degildir. Genelde T, ile 770 veya TO’ arasinda bir iligki yoktur [8].

Topolojik kategorilerdeki yukarida verilen 70 T, T, ve T, tanimlari kullanilarak, bu

kavramlar Prox topolojik kategorisinde karakterize edilmistir.

4. BULGULAR

4.1. Lokal Ayirma Aksiyomlari

Tanim 4.1.1. U : E — Set bir topolojik fanktor, U(X) =B olmak lzere X, E nin bir objesi ve

p B olsun.
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1) X nesnesi p de T, dir ancak ve ancak {A :Bv,B>U(X?)=B" ve
vV,:Bv,B—>UD(B)=B} U —kaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir. Burada D,

U 'nun sol adjointi olan diskre fanktordur [4].

2) X nesnesi p de T, dirr ancak ve ancak {id ‘Bv,B>U(Xv,X)=Bv,B ve
V,:Bv,B—>UD(B)=B} U-kaynadinin baglangi¢c kaldirmasi diskredir. Burada
Xv, X , Ede wedge carpimidir, yani i, i, kanonik dondsimler olmak Uzere
{i,i,:U(X)=B—>Bv,B} U —kavsaginin bitis kaldirmasidir [4].

3) X nesnesi p de T, dir ancak ve ancak {S,:Bv,B—U(X?)=B" ve

V,:Bv,B—>UD(B)=B} U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir [4].

Teorem 4.1.2. (X,5) proximity uzay ve pe X olsun. (X,8) nin p de TT0 olmasi igin gerek
ve yeter sart her x#p icin ({x},{p})¢ S dir.

Teorem 4.1.3. Tim proximity uzaylar p de T, dr.

Teorem 4.1.4. (X,5) proximity uzay ve p e X olsun. (X,5) nin p de 7TO olmasi igin gerek
ve yeter sart her x#p igin ({x},{p}) ¢S dir.

Yukarida ifade edilen teoremlerin ispatlari [35, 38] de verilmigtir.

4.2. Kapali ve Kuvvetli Kapali Objeler

Tanim 4.2.1. U : E — Set bir topolojik fanktor, U(X)=B olmak lzere X, E nin bir objesi,
peB ve F, B nin bostan farkli bir alt cimlesi olsun. q, B/ F Uzerinde birim ve F yi {*}
noktasina dénustiren 6rten fonksiyon olmak lzere, q:U(X)=B—B/F =(B/F)u{*}

epi U —kaynaginin bitis kaldirmasi X / F ile gosterilir. Buna durumda;
1) p nin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart {A”:v B—U(X")=B" ve
Vv, :v,;B—UD(B)=B} U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir
[4].

2) F c X in kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart F nin {*} gorintistnin X/ F

de kapali veya F=O olmasidir [4].
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3) Fc X in kuvvetli kapali olmasi igin gerek ve yeter sart X/F nin {x}’da T,

veya F =0 olmasidir [4].
4) B=F ise bu durumda F hem kapali hem de kuvvetli kapalidir [4].

Teorem 4.2.2. (X,5) proximity uzay ve pe X olsun. {p} X te kapaldir ancak ve ancak
herhangi bir B c X igin {p}6B oldugunda p B dir.

Teorem 4.2.3. (X,5) proximity uzay olsun. & # F c X kapalidir ancak ve ancak her x e X

icin { x}oF oldugunda x € F dir.

Teorem 4.2.4. (X,5) proximity uzay olsun. &= F c X kuvvetli kapalidir ancak ve ancak

her x e X igin {x}6F oldugunda x € F dir.

Tanim 4.2.5. U : E — Set bir topolojik fanktor, X, E nin bir objesi ve F, X in bostan farkli bir

alt ctimlesi olsun.

1) F < X aglktir ancak ve ancak F nin timleyeni F°, X te kapaldir.

2) F < X kuvvetli agiktir ancak ve ancak F nin timleyeni F°, X te kuvvetli kapalidir.

Teorem 4.2.6. (X,5) proximity uzay olsun. &= F < X (kuvvetli) aciktir ancak ve ancak her

x e X igin {x}SF° oldugunda x e F° dir.

Yukarida ifade edilen teoremlerin ispatlari [35, 38] de verilmistir.

4.3. Baglantiilik
Tanim 4.3.1. U : E — Set bir topolojik fanktor, X, E nin bir objesi olsun.

1) X baglantihdir ancak ve ancak X in hem kuvvetli acik hem de kuvvetli kapali alt
climleleri sadece X ve & dir [15].

2) X kuvvetli baglantilidir ancak ve ancak X in hem agik hem de kapali alt cimleleri
sadece X've J dir [15].

3) D-baglantihdir ancak ve ancak X ten herhangi bir diskre objeye tanimlanan herhangi

bir dénisim sabittir [15].

Teorem 4.3.2. (X,5) proximity uzay olsun. O halde (X,5) (kuvvetli) baglantihdir ancak ve

ancak X in bostan farkli herhangi bir F alt ciimlesi igin asagidaki sartlardan biri saglanir.
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1) Bazi xe X ic¢in {x}6F oldugunda x € F dir.

2) Bazi xe X igin {x}6F° oldugunda x € F° dir.

Teorem 4.3.3. (X,5) herhangi bir proximity uzay olsun. (X,o) D-baglantilidir ancak ve
ancak x #y olacak sekildeki her x,y € X icin {x}5{y} dir.

Yukarida ifade edilen teoremlerin ispatlari [35, 38] de verilmistir.

4.4. Genel Ayirma Aksiyomlari

Tanim 4.4.1. U : E — Set bir topolojik fanktor, X, E nin bir objesi ve U(X) =B olsun.

1) X nesnesi T, dir ancak ve ancak {A:B°v,B*>->U(X%)=B%ve
V:B’v,B*>UD(B*)=B*} U- kaynadinin baglangic kaldirmasi diskredir.
Burada D , U nun sol adjointi olan diskre fanktordur [4, 8].

2) X nesnesi T/ dir ancak ve ancak (B*v,B*) , {i,i,:U(X?)=B>—>B*v, B*}
U —kavsaginin bitis kaldirmasi ve D(B?) de B’ iizerindeki diskre yapi olmak izere
{id:B*v,B*>U(B*v,B’) =B>v,B* ve V:B*v, B> >UD(B*)=B"}

U —kaynaginin baslangi¢ kaldirmasi diskredir [4, 8].

3) Xnesnesi T, dir ancak ve ancak X uzay! en az iki elemanli indiskre alt uzay ihtiva

etmez [54].
4) X nesnesi T, dir ancak ve ancak {S:B*’v,B’—>U(X*)=Bve

V:B*v, B® - UD(B?)=B?} U-kaynaginin baslangig kaldirmasi diskredir [8].

Teorem 4.4.2 (X,5) proximity uzayi T, dir ancak ve ancak X teki her farkli x ve y cifti igin
({x}{y})eo dr.

Teorem 4.4.2 (X,5) proximity uzayi 70 dir ancak ve ancak X teki her farkli x ve y cifti igin
({x}{y})ed dur.

Teorem 3.1.9: TUm proximity uzaylar TO/ ddr.

Teorem 4.4.2 (X,5) proximity uzay! T, dir ancak ve ancak X teki her farkli x ve y cifti igin
({x}{y})eo dur.

Yukarida ifade edilen teoremlerin ispatlari [38] de verilmistir.
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4.5. Karsilastirma ve iliskiler

Uyan 4.5.1. (X,5) proximity uzay ve pe X olsun. (X,56) p de T_0 veya p de T, ise p de
T, dir. Ancak tersi genelde dogru degildir. Ornegin, X ={a,b} olmak (izere
5={(X,X).({a}{a}).({b}{b}).(X.{a}).({a},X),(X,{b}).({b},X).({a},{b}).({b}.{a})} olsun.
Bu durumda (X,5) p=a da T, dir. Fakat a=b olup (fa},{b}) e oldugundan p=a da

T, veya T, degildir.

Uyar 4.5.2.
1) (X,6) proximity uzay ve Ac X olsun. A kapalidir ancak ve ancak her x € X igin
{x}6A oldugunda x e A dir

2) Prox kategorisindeki kapalillk ve kuvvetli kapaliik kavramlari genel anlamdaki

kapallik kavramina denk gelir.

Uyari 4.5.3. ( X,5) proximity uzay olsun. Bu durumda [38]:

i. (X,8) T, dirancak ve ancak (X,9) 7T0 dir ancak ve ancak (X,5) T, dir ancak ve
ancak X teki her farkh x ve yicin ({x},{y}) ¢ o dir.

i. (X,0) T,, ?0 veya T, ise T, diir. Ancak tersi genelde dogru degildir. Ornegin,
X ={x,y} olmak tzere & ={(X,X),({x}L{x}),({y L{YD(XAX]).{x}, X)(X.Ay}),
{y3LX).({x}{y}).({y}.{x})} olsun. Bu durumda (X,5) T, dir, ancak Xx#y olup
({x}.{y}) e s oldugundan (X,5) T,, T, veya T, degildir.

ii. (X,0) T, dirancak ve ancak 7T0 dir ancak ve ancak X teki tim p noktalari icin p de
T, dir ancak ve ancak X teki tum p noktalari i¢in p de 7TO dir.

iv. (X,5) T/ dirancak ve ancak X teki tim p noktalari igin p de T, diir.

Buradan asagidaki sonucu yazabiliriz:

Uyari 4.5.4. (X,5) proximity uzay olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir [38]:
i. (X,8) T,dr.
i. (X,5) T, dir.
ii. (X,s) T, dir.
v. Xteki herhangi farkh x ve y noktalarii¢in ({x},{y}) & o dir.
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iv. ~ Xteki her p noktasiigin (X,5) p de T, dir.

v. Xteki her p noktasiigin (X,5) p de 7TO dir.

5. TARTISMA VE SONUC

Bu proje galismamizda proximity uzaylar ele alindi. ik olarak, proximity uzaylarin tanimi

verilerek; proximity uzaylar ve p— dénudsimlerden olusan Prox kategorisinin topolojik
kategori oldugu gésterildi. p noktasinda T_0 T, ve T, proximity uzaylar karakterize edildi ve

birbirleri arasindaki iligkiler incelendi. Ardindan proximity uzaylarda geneldeki T,, T, ve T,
ayrima aksiyomlari incelendi. Ayrica lokalde yani bir p noktasindaki 7,, i=0,1 proximity

uzaylar ile T,, i=0,1 proximity uzaylar arasindaki iligkiler incelendi. Son olarak proximity

uzaylarda kapali ve kuvvetli kapali alt cimleler karakterize edildi ve bilinen kapali alt
cumlelerle iligkiler incelendi. Bununla birlikte proximity uzaylarda baglantilili, kuvvetli

baglantili ve D-baglantili alt cimlelerin bazi 6zellikleri verildi.

Proximity uzaylar topolojik bakimdan ¢ok zengin 6zelliklere sahiptirler. Bu nedenle proximity
yapisi ve bu yapinin topolojik uzaylar, metrik uzaylar ve uniform uzaylarla olan iliskileri birgok
matematikci tarafindan incelenmis ve bu alanda birgok arastirma yayinlanmigtir. Fakat
proximity uzaylar topolojik kategorisi alaninda calismalari olan arastirmacilarin sayisi
oldukga azdir. Bu proje calismasi; genel temel fikirler altinda yatan cesitli baglantisiz teorem
ve yaplilari ylzeye cikararak eski problemlere yeni bir anlam kazandiracak, proximity
yapilarla ilgili bu problemlerin ¢déziimlerine katkida bulunacaktir. Proje sonucunda elde edilen
verilerle diger bilim insanlari kendi ¢alisma alanlari i¢cin daha kolay ve daha genis bir alanda

simdiye kadar yapmis olduklari galigmalari geligtirme firsati bulacaklardir.
Proje kapsaminda yapilan akademik ¢alismalar asagida 6zetlenmistir:

1. Proje sonucunda elde edilen veriler 1s1ginda doktora 6grencisi Tugba Marash “Proximity
uzaylar kategorisinde ayirma aksiyomlar’” bagslikli doktora tezini [38] basariyla

tamamlamistir.

2. Projede arastirmaci olarak gérev alan Samed Ozkan Orta Dogu Teknik Universitesi'nde
gerceklestirilen 10. Ankara Matematik Gunleri sempozyumunda bu proje kapsaminda

“Proximity uzaylar kategorisinde (kuvvetli) kapalilik” baglikli bir bildiri sunmustur.

Tdm bu sonuglar géze alindiginda proje nerisinde belirtilen hedeflere ulasiimistir.
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5.1. Oneriler

Oncelikle yapilan bu galismalar Pervin [43] tarafindan tanimlanan quasi-proximity uzaylarin
topolojik kategorisi icin genellestirilebilir. Ayrica ileride yapilacak c¢alismalarda Prox

kategorisinde asagidaki sorular incelenebilir:
¢ Pre-Hausdorff, Hausdorff, normal ve reguler proximity uzaylar karakterize edilebilir mi?
o Kompakt proximity uzaylar karakterize edilebilir mi?
¢ EgJer bunlar karakterize edilebilir ise bunlarla klasik olanlar arasindaki iliskiler nelerdir?

Bu problemlerle ilgili calismalarimiz baslamistir. Projemiz arastirmacilarindan Samed Ozkan

doktora tez konusu olarak bu sorularin yanitlarini aramaktadir.

Bilindigi gibi proximity bagintilarinin iki formu mevcuttur. Bunlardan biri klasik anlamda ele
aldigimiz uzaysal (spatial) EF-proximity; digeri ise son yillarda ¢ok fazla uygulamasi olan ve
farklh alanlara uygulanabilirligi ylksek olan betimsel (descriptive) EF-proximitydir. Betimsel
EF-proximity belirli 6zelliklere gore siniflandirdigimiz nesnelerin betimsel olarak yakinhgini
inceler. Betimsel EF-proximity, tek bir dijital gérantunun igindeki pargalarin veya ayrik dijital
goérintilerdeki yakin ya da uzak kimelerin pargalarinin tanimlanmasi, betimlenmesi, analiz

edilmesi ve siniflandiriimasi konusunda oldukga yararh ve kullanislidir.

iste bu sekilde betimsel EF-proximity uzaylardaki ayirma aksiyomlari proximity uzaylarin
topolojik kategorisine aktarildiginda ortaya cikan sonuglar ayni problemlere farkli boyutta,
daha kaliteli ve daha kapsamli yeni anlamlar kazandirabilir. Bu da yeni ¢alisma alanlari

olugsmasina yardimci olur.

Zaten son yillarda proximity uzaylar teorisinin sitoloji (hiicre biyolojisi) alaninda [42, s.44],
kriminolojide el yazisi sahteciligi ve sahte imza tespitinde; zoolojide de kamuflaj konusunda

uygulamalarinin mevcut oldugunu gosteren bir¢ok arastirma yayinlanmistir [44, 45].
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